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Résumé 

 

Cette étude s’intéresse à l’effet d’un  champ magnétique axial imposé sur un écoulement 

incompressible d’un fluide électriquement conducteur entre deux cylindres coaxiaux 

horizontaux en rotation. Le champ magnétique imposé est supposé uniforme et constant, la 

génération de la chaleur due à la dissipation visqueuse est prise en considération dans la 

présente étude. Les parois du cylindre intérieur et extérieur sont maintenues à des 

températures et concentration constantes  mais différentes. Le  mouvement du fluide est dû à 

la rotation de cylindre intérieur avec une vitesse constante. Une solution exacte des équations 

régissant l’écoulement a été obtenu sous forme de fonctions de Bessel. Un schéma implicite 

de différences finies a été utilisé pour la résolution numérique. Les distributions  de vitesse et 

de températures ont été obtenues  aussi bien avec que sans l’influence du champ magnétique. 

Les résultats obtenus montrent que l’application du champ magnétique a pour effet de 

stabiliser l’écoulement. La vitesse et la concentration entre les deux cylindres décroissent 

d’avantage  au fur et à  mesure que  le nombre de Hartmann augmente, en revanche, ce 

dernier n'affecte pas la température. En augmentant le nombre de Hartmann, on constate une 

nette décroissance  du nombre de Nusselt sur la surface des cylindres. L’Application du 

champ magnétique a pour effet de diminuer le nombre de Sherwood sur le cylindre extérieur 

fixe. Par contre l’augmentation du nombre de Hartmann améliore le transfert de matière sur le 

cylindre intérieur rotatif.  

 

Mots clés: Cylindres rotatifs, dissipation visqueuse, transfert de chaleur et de masse, champ 

magnétique, fonction de Bessel, différences finies. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

Abstract 

 

This study is interested in the effect of an axial magnetic field imposed on incompressible 

flow of electrically conductive fluid between two horizontal coaxial cylinders. The imposed 

magnetic field is assumed uniform and constant. The effect of heat generation due to viscous 

dissipation is also taken into account. The inner and outer cylinders are maintained at uniform 

but different temperatures and concentrations. The movement of the fluid is due to rotation of 

the cylinder with a constant velocity. An exact solution of the governing equations for 

momentum and energy are obtained in the form of Bessel functions. A finite difference 

implicit scheme was used in the numerical solution to solve the governing equations of 

convection flow and mass transfer. The velocity, concentration and temperature distributions 

were obtained with and without the magnetic field. The results show that for different values 

of the Hartmann number, the velocity and concentration between the two cylinders decreases 

as the Hartmann number increases. On the other hand, it does not affect the temperature. Also, 

it is found that by increasing the Hartmann number, the Nusselt and Sherwood numbers 

decreases.  

 

Keywords: Rotating cylinders,  viscous dissipation, heat transfer, mass transfer,  magnetic 

field, Bessel function, finite difference. 
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�c�o�m�p�o�s�a�n�t�e�s� �r�a�d�i�a�l�e� �e�t� �a�x�i�a�l�e� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �s�o�n�t� �n�u�l�l�e�s� �a�u�s�s�i� �b�i�e�n� �q�u�e� �l�e�s� �d�é�r�i�v�é�s� �d�e� �l�a

�v�i�t�e�s�s�e� �p�a�r� �r�a�p�p�o�r�t� �à�¸� �e�t� �z�.

ð· �D�a�n�s� �c�e�t�t�e� �é�t�u�d�e� �a�n�a�l�y�t�i�q�u�e� �o�n� �n�e� �t�i�e�n�t� �p�a�s� �e�n� �c�o�m�p�t�e� �d�u� �t�r�a�n�s�f�e�r�t� �d�e� �m�a�s�s�e�.

ð· �O�n� �n�é�g�l�i�g�e� �l�e�s� �f�o�r�c�e�s� �d�e� �g�r�a�v�i�t�é� �s�u�r� �l ��é�c�o�u�l�e�m�e�n�t�.

�I�I�I�.�3�É�q�u�a�t�i�o�n�s� �s�i�m�p�l�i�f�i�é�e�s

�S�o�u�s� �c�e�s�h�y�p�o�t�h�è�s�e�s�,� �l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�e� �c�o�n�s�e�r�v�a�t�i�o�n�d�e� �m�o�u�v�e�m�e�n�t� �e�t� �d ��é�n�e�r�g�i�e�(�I�I�.�1�2�-�1�6�)

�r�é�g�i�s�s�a�n�t� �l ��é�c�o�u�l�e�m�e�n�t�r�o�t�a�t�i�f�s�e� �r�é�d�u�i�s�e�n�t� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:
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�3�2

ðØ �E�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �c�o�n�t�i�n�u�i�t�é�:

�v
�0

ð¶
ð=

ð¶ðq
�(�I�I�I�.�1�)

ðØ �E�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�u� �m�o�u�v�e�m�e�n�t

�S�u�i�v�a�n�t�l�a� �d�i�r�e�c�t�i�o�n�r

�2�P �v
�r �r

ð¶
ð= ðr

ð¶
�(�I�I�I�.�2�)

�S�u�i�v�a�n�t� �l�a� �d�i�r�e�c�t�i�o�nðq

�2�2 �2
�0

�2 �2 �2

�v�B�v �1 �v �v �v
�0

�r �r �r �z �r

ðæ ðöðsð¶ ð¶ ð¶
ðu ð+ ð+ ð- ð- ð=ðç ð÷ð¶ ð¶ ð¶ ðrðè ðø

�(�I�I�I�.�3�)

�S�u�i�v�a�n�t� �l�a� �d�i�r�e�c�t�i�o�n�z

�P
�0

�z
ð¶

ð=
ð¶

�(�I�I�I�.�4�)

�E�q�u�a�t�i�o�n� �d ��é�n�e�r�g�i�e

�2
�k �T �v �v

�r
�r �r �r �r �r

ð¶ ð¶ ð¶ðæ ðö ðæ ðöð= ð-ðm ð-ðç ð÷ ðç ð÷ð¶ ð¶ ð¶ðè ðø ðè ðø
�(�I�I�I�.�5�)

�E�n� �u�t�i�l�i�s�a�n�t� �l�e� �t�h�é�o�r�è�m�e� �d�e� �C�a�u�c�h�y� � �s�u�r� �l ��é�q�u�a�t�i�o�n� �(�I�I�I�.�4�)�,� �o�n� �t�r�o�u�v�e�:

�2

�0 �0 �0
ðæ ðöð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ðæ ðö ðæ ðöð= ðÞ ð= ðÞ ð=ðç ð÷ðç ð÷ ðç ð÷ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ ð¶ðè ðø ðè ðø ðè ðø

�p �p �v
�r �z �z �r �z �r

�D�o�n�c� �l�a� �v�i�t�e�s�s�s�e� �e�s�t� �e�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� � �u�n�i�q�u�e�m�e�n�t� �d�e� � �l�a�c�o�m�p�o�s�a�n�t�e� �r�a�d�i�a�l�e� �v�=�v�(�r�)�.

�A� �p�a�r�t�i�r� �d�e� � �d ��é�q�u�a�t�i�o�n� �(�I�I�I�.�3�)�,� �o�n� � �t�r�o�u�v�e�:

�2�2
�0

�2 �2

�v�B�v �1 �v �v
�0

�r �r �r �r

ðæ ðöðsð¶ ð¶
ðu ð+ ð- ð- ð=ðç ð÷ð¶ ð¶ ðrðè ðø

�(�I�I�I�.�6�)

�T�e�l� �q�u�e

�0�B �:� �e�s�t� �l ��i�n�t�e�n�s�i�t�é�d�u� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�.

ðs �:� �e�s�t� �l�a� �c�o�n�d�u�c�t�i�v�i�t�é� �é�l�e�c�t�r�i�q�u�e

�L�e�s�c�o�n�d�i�t�i�o�n�s�a�u�x�l�i�m�i�t�e�s� �p�o�u�r� �c�h�a�q�u�e� �c�y�l�i�n�d�r�e�s�o�n�t� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:
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�3�3

�1 �1 �1 �1�r �R �: �v�(�r�) �R �, �T �Tð= ð= ðW ð= �(�I�I�I�.�7�)

�2 �2 �2 �2�r �R �: �v�(�r �) �R �, �T �Tð= ð= ðW ð= �(�I�I�I�.�8�)

�I�I�I�.�4 �É�q�u�a�t�i�o�n�s�a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l�l�e�s

�E�n� �i�n�t�r�o�d�u�i�s�a�n�t� �l�e�s�p�a�r�a�m�è�t�r�e�s� �e�t� �l�e�s� �v�a�r�i�a�b�l�e�s� �a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l�l�e�s� �s�u�i�v�a�n�t�s�:

�*

�2

�r
�r

�R
ð= �r�a�y�o�n� �a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l�,

�*

�1 �1

�v
�v

�R
ð=

ðW
�v�i�t�e�s�s�e� �a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l�l�e

�1

�2

�R
�R

ðh ð= �r�a�p�p�o�r�t� �d ��a�s�p�e�c�t�,

�2 �2

�1 �1

�R
�b

�R
ðW

ð=
ðW

�r�a�p�p�o�r�t� �d�e� �v�i�t�e�s�s�e�,

�0�H�a �B �d
ðs

ð=
ðrðu

�n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n

�2

�1 �2

�T �T
�T �T

ð-
ðQð=

ð-
�t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l�l�e

�P�r
�a
ðu

ð= �n�o�m�b�r�e� �d�e� �P�r�a�n�d�t�l

ð( ð)�2�1 �1�R
�E�c

�C�p �T

ðW
ð=

ðD
�n�o�m�b�r�e� �d ��E�c�k�e�r�t

�L�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �r�é�g�i�s�s�a�n�t� �l�e� �p�r�o�b�l�è�m�e�e�t� �l�e�u�r�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x�l�i�m�i�t�e�s�,� �d�e�v�i�e�n�n�e�n�t�:

�L ��é�q�u�a�t�i�o�n�d�u� �m�o�u�v�e�m�e�n�t�:

ð( ð)

�2

�2 �2

�2 �* �*
�*

�2�* �*�* �*

�v �1 �v �H�a �1
�v �0

�r �r�r �r�1

ðæ ðöð¶ ð¶
ð+ ð- ð+ ð=ðç ð÷

ðç ð÷ð¶ð¶ ð- ðhðè ðø
�(�I�I�I�.�9�)

�C ��e�s�t� �u�n�e� �é�q�u�a�t�i�o�n� �d�i�f�f�é�r�e�n�t�i�e�l�l�e� � �l�i�n�é�a�i�r�e� �d�u� �s�e�c�o�n�d� �o�r�d�r�e� �à� �c�o�e�f�f�i�c�i�e�n�t�s� �n�o�n� �c�o�n�s�t�a�n�t�s�.

�A�v�e�c�l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �d�y�n�a�m�i�q�u�e�s� �s�u�i�v�a�n�t�e�s�:

�* �* �*�r �: �v �(�r �) �1ð= ðh ð= �(�I�I�I�.�1�0�)
�* �* �*�r �1�: �v �(�r �) �bð= ð=
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�3�4

�L ��é�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �l ��é�n�e�r�g�i�e�:
�2�* �*

�*
�* �* �* �* �*

�1 �v �v
�r �E�c �P�r

�r �r �r �r �r

ðæ ðöð¶ ð¶ðQ ð¶ðæ ðöð= ð- ð-ðç ð÷ðç ð÷ð¶ ð¶ ð¶ðè ðø ðè ðø
�(�I�I�I�.�1�1�)

�A�v�e�c� �l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s�t�h�e�r�m�i�q�u�e�s� �s�u�i�v�a�n�t�e�s�:

�*�r �: �1ð= ðh ðQ ð= �(�I�I�I�.�1�2�)
�*�r �1�: �0ð= ðQ ð=

�I�I�I�.�5�D�é�t�e�r�m�i�n�a�t�i�o�n� �d�u� �p�r�o�f�i�l� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e

�L�a� �v�i�t�e�s�s�e�d�a�n�s�l ��e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e� �e�s�t� �t�r�o�u�v�é�e� �e�n�r�é�s�o�l�v�a�n�t� �l ��é�q�u�a�t�i�o�n�(�I�I�I�.�9�)�, �l�a� �s�o�l�u�t�i�o�n� �e�s�t
�d�o�n�n�é�e�c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

ð(ð)�* �* �*
�1 �1 �2 �1�v �r �C�I �r �C �K �r �0

�H�a �H�a
�1 �1

ðæ ðö ðæ ðö
ð= ð+ ð=ðç ð÷ ðç ð÷

ðè ðø ðèðh ðøð-ðh ð- �(�I�I�I�.�1�3�)

�Q�u�i� �d�e�v�i�e�n�t�:

ð(ð) ð( ð) ð( ð)�* �* �*
�1 �1 �2 �1�v �r �C�I �C �0�M�r �K �M�rð= ð+ ð=

�O�ù�:
�H�a

�M
�1

ð=
ð-ðh

�I�1 �e�s�t� �l�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �m�o�d�i�f�i�é�e� �d�e� �p�r�e�m�i�è�r�e� �e�s�p�è�c�e� �d ��o�r�d�r�e� �1�,� �e�t� �K�1 �e�s�t� �l�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�e

�B�e�s�s�e�l� �m�o�d�i�f�i�é�e� �d�e� �s�e�c�o�n�d� �e�s�p�è�c�e� �d ��o�r�d�r�e� �1�.

�L�e�s� �c�o�n�s�t�a�n�t�e�s� �C�1 �e�t� �C�2�s�o�n�t� �d�é�t�e�r�m�i�n�é�e�s� �p�a�r� �l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� � �d�'�a�d�h�é�r�e�n�c�e�s� �à� �l�a� �p�a�r�o�i�,� �e�x�p�r�i�m�é�e

�d�a�n�s� �l�a� � �r�e�l�a�t�i�o�n� �(�I�I�I�.�1�0�)�:

�E�n� �a�p�p�l�i�q�u�a�n�t� �c�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s�a�u�x� � �p�a�r�o�i�s� �d�e�s� �d�e�u�x� �c�y�l�i�n�d�r�e�s�,� �o�n�o�b�t�i�e�n�t�:

ð( ð) ð( ð)
ð( ð) ð( ð)

�1 �1 �2 �1

�1 �1 �2 �1

�C �I �M �C �K �M �1

�C �I �M �C �K �M �b

ðh ð+ ðh ð=ðìðï
ðí

ð+ ð=ðïðî

�C�'�e�s�t� �u�n� �s�y�s�t�è�m�e� �d�'�é�q�u�a�t�i�o�n�s� �a�l�g�é�b�r�i�q�u�e�s�,� �c�o�m�p�o�s�é� �d�e� �d�e�u�x� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �a�v�e�c� �d�e�u�x

�i�n�c�o�n�n�u�e�s� �C�1�e�t� �C�2�.� �A�p�r�e�s� �l�e� �c�a�l�c�u�l� �d�u� �d�é�t�e�r�m�i�n�a�n�t� �o�n� �t�r�o�u�v�e� �q�u�e�:

ð( ð) ð( ð)
ð( ð) ð( ð) ð( ð) ð( ð)

�1 �1
�1

�1 �1 �1 �1

� �K �M �b�K � �M
�C

� � � �I � �M �K �M �K � �M �I �M

ð- ðh

ðh ð- ðh
ð=

ð( ð) ð( ð)
ð( ð) ð( ð) ð( ð) ð( ð)�1

�2
�1 �1

�1 �1 �1

�b� �I � �M �I � �M
�C

� �I � �M �K �M �K � �M �I �M

ðh ð-

ðh ð- ðh
ð=
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�3�5

�L�e� �p�r�o�f�i�l� �d�e� �v�i�t�e�s�s�e� �d�a�n�s� �l�'�e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e� �e�s�t� �d�o�n�c� �a�l�o�r�s�:

�* �* �* �*�1 �1 �1 �1
�1 �1

�1 �1 �1 �1 �1 �1 �1 �1

� �K �b�K � �M�) �b� �I � �M�) �I
�v �r �I �M�r �K �M�r

�I � �M�)�K �K � �M�)�I � �I � �M�)
�(�M�) �( �( �(�M�)

�( �) �( �) �( �)
�( �(�M�) �( �(�M�) �( �(�K �K � �M�)�I�M�) �( �(�M�)

ðé ðù ðé ðùð- ðh ðh ð-
ð= ð+ðê ðú ðê ðúðh ð- ðh ðh ð- ðhðë ðû ðë ðû

�(�I�I�I�.�1�4�)

�I�I�I�.�5�.�1�C�a�s�s�a�n�s� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e

�N�o�u�s� �o�b�t�e�n�o�n�s� � �l�a� �s�o�l�u�t�i�o�n� �e�x�a�c�t�e�e�n� �a�b�s�e�n�c�e� �d�u�c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�q�u�a�n�d�H�a�t�e�n�d�s� �v�e�r�s

�z�é�r�o�,�e�n� �u�t�i�l�i�s�a�n�t� �l�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �l�i�m�i�t�é�a�u� �v�o�i�s�i�n�a�g�e� �d�e� �0� �d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �m�o�d�i�f�i�é�s

�I�Å �e�t� �K�Å �d ��i�n�d�i�c�e� �Å�f�i�x�e�d�o�n�n�é�e�s� �p�a�r�A�b�r�a�m�o�w�i�t�z� �e�t� �S�t�e�g� �[�4�7�]�,� �q�u�i�s ��é�c�r�i�v�e�n�t� �d�e� �l�a� �f�a�ç�o�n

�s�u�i�v�a�n�t�e�:

ð(ð) �1
�/ �( �1�)

�2

ðu

ðu
ðæ ðöðG ðu ð+ðç ð÷
ðè ðø

�I �z �~ �z �( �1�, �2�, �)�.ðu ð¹ ð- ð- ð¼ð¼ �(�I�I�I�.�1�5�)

ð(ð) ð(ð)�1 �1
�“ �( �)

�2 �2
�K �z �~ �zðu

ðu ðu �0ðuð>�R�é�e�l �(�I�I�I�.�1�6�)

�O�ù �“ �e�s�t� �l�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� �g�a�m�m�a� �d�é�f�i�n�i�e� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

ð( ð) �p �1 �x

�0

�“ �p �x �e �d�x
ð¥

ð- ð-ð=ðò

�E�t ð( ð)�“ �n �1 �n�!ð+ ð=

�D�a�n�s� �n�o�t�r�e� �c�a�s� �o�n� �a= 1�,� � �d�o�n�c� �o�n� �a�u�r�a�:

�1

�1
�I �( �)�r

�r
�M

�2�M
ð@ �(�I�I�I�.�1�7�)

�1�K �( �M �)
�1

�r
�M �r

ð@ �(�I�I�I�.�1�8�)

�E�n� �i�n�t�r�o�d�u�i�s�a�n�t� �l�e�s� �a�p�p�r�o�x�i�m�a�t�i�o�n�s� �d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� � �I�1 �e�t� �K�1 �d�a�n�s� �l�e� �p�r�o�f�i�l� �d�e� �l�a
�v�i�t�e�s�s�e� �d�o�n�n�é�e� �p�a�r� �l ��é�q�u�a�t�i�o�n� �(�3�.�1�4�)�,� �o�n� �t�r�o�u�v�e�l�a� �s�o�l�u�t�i�o�n� �s�a�n�s� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e� �s�o�u�s� �l�a
�f�o�r�m�u�l�e� �s�u�i�v�a�n�t�e�:

ð( ð)
�2

�* �* �*
�2 �2 �*

�b �b �1
�v �r �r

�1 �1 �r
ðæ ðöðæ ðö
ðç ð÷ðç ð÷

ðè ðø ðè ðø

ðh ð- ðh ð- ðh
ð= ð-

ðh ð- ðh ð-
�(�I�I�I�.�1�9�)
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�I�I�I�.�5�.�2�V�a�l�i�d�a�t�i�o�n

�D�e� �m�a�n�i�è�r�e� �à� �v�é�r�i�f�i�e�r� �l ��e�x�a�c�t�i�t�u�d�e� �d�e�s� �r�é�s�u�l�t�a�t�s� �a�n�a�l�y�t�i�q�u�e� �o�b�t�e�n�u�s� �d�a�n�s� �l�e� �p�r�é�s�e�n�t

�t�r�a�v�a�i�l�,� �u�n�e� �v�a�l�i�d�a�t�i�o�n� �d�u� �l ��a�p�p�r�o�c�h�e� �a�n�a�l�y�t�i�q�u�e� �a� �é�t�é� �f�a�i�t�e� �e�n� �c�o�m�p�a�r�a�n�t� �l�e�s� �r�é�s�u�l�t�a�t�s� �d�e� �c�e�t�t�e

�é�t�u�d�e�e�n� �p�r�é�s�e�n�c�e� �e�t� �e�n� �a�b�s�e�n�c�e� �d�u� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�a�v�e�c� �c�e�u�x� �d�e� �K�.� �V�a�j�r�a�v�e�l�u�e�t� �a�l� �[�4�8�]� �e�t

�d ��A�.�F�e�i�z�-�D�i�z�a�j�i�e�t� �a�l�. �[�1�3�]� �p�o�u�r� �u�n� �é�c�o�u�l�e�m�e�n�t� �d ��u�n� �t�h�i�r�d�-�g�r�a�d�e� �f�l�u�i�d�e� �n�o�n� �N�e�w�t�o�n�i�e�n� �d�a�n�s

�l ��e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e� �d�e� �d�e�u�x� �c�y�l�i�n�d�r�e�s� �c�o�n�c�e�n�t�r�i�q�u�e�.

�L�e�s� �r�é�s�u�l�t�a�t�s�d�e� �c�a�s� �s�a�n�s� �c�h�a�m�p�s� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�o�n�t� �é�t�é� �c�o�m�p�a�r�é�s�d�a�n�s� �l�a� �f�i�g�u�r�e� �1�à

�c�e�u�x� � �d�e�K�.� �V�a�j�r�a�v�e�l�u�e�t� �a�l� �e�t� � �d�e�A�.�F�e�i�z�-�D�i�z�a�j�i�e�t� �a�l�, �p�o�u�r� �l�e� �p�r�o�f�i�l� � �d�e� �v�i�t�e�s�s�e� �d�a�n�s� �l ��e�s�p�a�c�e

�a�n�n�u�l�a�i�r�e�,�c�o�n�c�e�r�n�a�n�t� �u�n� �f�l�u�i�d�e� �n�o�n� �N�e�w�t�o�n�i�e�n�µ�=�0�.�1�e�t�a�v�e�c� �d�i�f�f�é�r�e�n�t�s�r�a�p�p�o�r�t� �d�e� �v�i�t�e�s�s�e� �b�,

�o�ù�µ� �e�s�t� � �u�n� �n�o�m�b�r�e� �a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l�l�e� �l�i�é� �à� �l�a� �c�o�n�s�t�a�n�t�e� �d�u� �m�a�t�é�r�i�a�u� �d�u�e� �à� �l�a� �v�i�s�c�o�s�i�t�é� �e�t� �l�a

�v�i�s�c�o�é�l�a�s�t�i�c�i�t�é

�A�.�F�e�i�z�-�D�i�z�a�j�i�e�t� �a�l�o�n�t�r�e�m�a�r�q�u�é� �d�a�n�s� �l�e�u�r� �é�t�u�d�e�q�u ��i�l� �n ��y� �a� �p�a�s� �d�e� �d�i�f�f�é�r�e�n�c�e� �i�m�p�o�r�t�a�n�t�e

�e�n�t�r�e� �l�e�s� �p�r�o�f�i�l�s� �d�e� �v�i�t�e�s�s�e� �d�e�s� �f�l�u�i�d�e�s� �n�e�w�t�o�n�i�e�n�s� �e�t� �n�o�n�n�e�w�t�o�n�i�e�n�s�p�o�u�r�µ�=�0�.�1�.

�U�n�b�o�n� �a�c�c�o�r�d�a� �é�t�é� �o�b�s�e�r�v�é�e�p�o�u�r� �l�e� �c�a�s� �d�e� �f�i�g�u�r�e�I�I�I�.�1�.

�2 �4 �6 �8 �1�0
�-�1

�0

�1

�2

�3

�4
ðeð=ð5ð0ð,ð �b�=�3
ðeð=ð5ð0ð,ð �b�=�1
ðeð=ð5ð,ð � � �b�=�1
ðeð=ð0ð.ð1ð,ð �b�=�1
ðeð=ð0ð.ð1ð,ð �b�=�0
ð ðeð=ð0ð.ð1ð,ð �b�=�-�1

�v
�*

�r�*
�0�,�2 �0�,�4 �0�,�6 �0�,�8 �1�,�0

�-�1

�0

�1

�2

�3

�4

�v
�*

�r�*

ðeð=ð0ð,ð �b�=�-�1
ðeð=ð0ð,ð �b�=�0
ðeð=ð0ð,ð �b�=�1

�F�i�g�u�r�e�I�I�I�.�1�:�l�e� �p�r�o�f�i�l�d�e� �v�i�t�e�s�s�e�d�a�n�s� �l ��e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e� �p�o�u�r�d�i�f�f�e�r�e�n�t�e�s�v�a�l�e�u�r�s� �d�e�b�,� �(�a�)
�r�é�s�u�l�t�a�t� �d�e�A�.�D�i�z�a�j�i�F�e�i�z�e�t� �a�l�.�[�1�3�]� �a�n�d�K�.�V�a�j�r�a�v�e�l�u�e�t� �a�l�[�4�8�]�,� �(�b�)�r�é�s�u�l�t�a�t�d�e� �l�a� �p�r�é�s�e�n�t�e
�é�t�u�d�e�a�n�a�l�y�t�i�q�u�e�.

�a �b
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�2 �4 �6 �8 �1�0

�-�1

�0

�1

�2

�3

�4

� �B�1�=�-�0�.�3
� �B�1�=�0
� �B�1�=�0�.�3

�v
�*

�r�*

�0�,�2 �0�,�4 �0�,�6 �0�,�8 �1�,�0

�-�1

�0

�1

�2

�3

�4

�v
�*

�r

� �H�a�=�0
� �H�a�=�4�,�9�2�9�5

�F�i�g�u�r�e�I�I�I�.�2�: �l�e� �p�r�o�f�i�l� �d�e� �v�i�t�e�s�s�e�d�a�n�s� �l ��e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e� �p�o�u�r�b�=�-�1�,�(�a�)� �R�é�s�u�l�t�a�t
�d�e�D�i�z�a�j�i�F�e�i�z�e�t� �a�l�[�2�0�0�8�]�,� �(�b�)�r�é�s�u�l�t�a�t� � �d�e� �l�a� �p�r�é�s�e�n�t�e� �é�t�u�d�e� �a�n�a�l�y�t�i�q�u�e�.

�L�e� �c�a�s� �a�v�e�c� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�a� �é�t�é�c�o�m�p�a�r�é�d�a�n�s� �l�a�f�i�g�u�r�e�I�I�I�.�2�a�v�e�c� �l�e�s� �r�é�s�u�l�t�a�t�s�o�b�t�e�n�u�e�s

�p�a�r�A�.�F�e�i�z�-�D�i�z�a�j�i�e�t� �a�l� �[�1�3�]�p�o�u�r� �l�e� �p�r�o�f�i�l� � �d�e� �v�i�t�e�s�s�e� �d�a�n�s� �l ��e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e� �a�v�e�c� �u�n� �r�a�p�p�o�r�t� �d�e

�v�i�t�e�s�s�e� �d�e� �r�o�t�a�t�i�o�n� �b�=�-�1�,�c�e�t�t�e� �c�o�m�p�a�r�a�i�s�o�n�a�c�o�n�d�u�i�t� �à� �u�n� �b�o�n� �a�c�c�o�r�d� �s�a�u�f� �p�o�u�r� �l�e�s� �v�a�l�e�u�r�s

�n�é�g�a�t�i�v�e�s� �d�u� �n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�,� �q�u�i� �n�e� �d�e�v�r�a�i�e�n�t� �p�a�s� �e�x�i�s�t�e�r� �e�t� �q�u�i� �c�o�r�r�e�s�p�o�n�d�e�n�t� �a�u�x� �v�a�l�e�u�r�s

�n�é�g�a�t�i�f�s�d�e� �B�1 �d�a�n�s� �l ��é�t�u�d�e� �d�e�A�.�F�e�i�z�-�D�i�z�a�j�i� �e�t� �a�l� �[�1�3�] �,� �é�t�a�n�t� �d�o�n�n�é�e� �q�u�e� �H�a� �e�s�t� �u�n� �n�o�m�b�r�e

�a�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l� �s�t�r�i�c�t�e�m�e�n�t� �p�o�s�i�t�i�f�.

�I�I�I�-�5�.�3�T�r�a�c�é� �d�e� �v�i�t�e�s�s�e

�T�r�o�i�s� �c�o�n�f�i�g�u�r�a�t�i�o�n�s� �d�e� �r�a�p�p�o�r�t� �d�e� �v�i�t�e�s�s�e� �d�e� �r�o�t�a�t�i�o�n� �s�o�n�t� �c�o�n�s�i�d�é�r�é�e�s�:

�(�i�) �L�e� �c�y�l�i�n�d�r�e� �i�n�t�é�r�i�e�u�r� �t�o�u�r�n�e� �a�v�e�c� �u�n�e� �v�i�t�e�s�s�e� �c�o�n�s�t�a�n�t�e�© �,�t�a�n�d�i�s� �q�u�e� �l�e� �c�y�l�i�n�d�r�e

�e�x�t�é�r�i�e�u�r� �e�s�t� �f�i�x�e� �(�b�=�0�)�.

�(�i�i�) �L�e�s� �d�e�u�x� �c�y�l�i�n�d�r�e�s� �t�o�u�r�n�e�n�t� � �a�v�e�c� �d�e�s� �v�i�t�e�s�s�e�s� �c�o�n�s�t�a�n�t�e�s(�© ,�© ) �d�a�n�s� �l�e� �m�ê�m�e

�s�e�n�s� �(�b� �>� �0�)�.

�(�i�i�i�) �L�e�s� �d�e�u�x� �c�y�l�i�n�d�r�e�s� �t�o�u�r�n�e�n�t� � �a�v�e�c� �d�e�s� �v�i�t�e�s�s�e�s� �c�o�n�s�t�a�n�t�e�s(�© ,�© ) �d�a�n�s� �l�e� �s�e�n�s

�c�o�n�t�r�a�i�r�e� �(�b� �<� �0�)�.

�a �b
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�C�a�s� �1

�D�a�n�s� �c�e� �c�a�s�b�=�0

�L�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s�s�o�n�t�:

�* �* �*�r �: �v �(�r �) �1ð= ðh ð= �(�I�I�I�.�2�0�)
�* �* �*�r �1�: �v �(�r �) �0ð= ð=

�O�n� �i�n�t�r�o�d�u�i�t� � �c�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �d�a�n�s� �l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s�(�I�I�I�.�1�4�)�e�t�(�I�I�I�.�1�9�)�:

�C�a�s� �a�v�e�c� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e� �(�H�a"`�0�)

�* �* �* �*�1 �1
�1 �1

�1 �1 �1 �1 �1 �1 �1 �1

� �K �I
�v �r �) �  �I �M

�(�M�) �(�M�)
�( �( �(

�( �(�M�) �( �(�M�) �( �(�M�)
�r �) �K �M�r �)

�I � �M�)�K �K � �M�)�I �I � �M�)�K �K�( �(�M�)� �M�)�I

ðé ðù ðé ðù
ð= ð-ðê ðú ðê ðúðh ð- ðh ðh ð- ðhðë ðû ðë ðû

�(�I�I�I�.�2�1�)

�C�a�s� �s�a�n�s� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e� �(�H�a�=�0�)

ð( ð)�* �* �*
�2 �2 �*

�1
�1 �1

ðh ðh
ðh ðh

ðæ ðö ðæ ðö
ðç ð÷ ðç ð÷
ðè ðø ðè ðø

ð= ð+
ð- ð-

�v �r �r
�r

�F�i�g�u�r�e�I�I�I�.�3�:� �l�e� �p�r�o�f�i�l� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �e�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�u�n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n�,� �·�=�0�.�5�,� �b�=�0

�C�a�s� �2

�D�a�n�s� �c�e� �c�a�s� �b�>�0�,� �l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �s�o�n�t�:

�* �* �*�r �: �v �(�r �) �1ð= ðh ð= �(�I�I�I�.�2�2�)
�* �* �*�r �1�: �v �(�r �) �5ð= ð=

�0�,�5 �0�,�6 �0�,�7 �0�,�8 �0�,�9 �1�,�0
�0�,�0

�0�,�2

�0�,�4

�0�,�6

�0�,�8

�1�,�0

�v
�*

�r�*

� �H�a�=�0
� �H�a�=�1
� �H�a�=�2
� �H�a�=�3
� �H�a�=�4
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�O�n� �i�n�t�r�o�d�u�i�t� � �l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �(�I�I�I�.�2�2�)� �d�a�n�s�L�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s�(�I�I�I�.�1�4�)� �e�t� �(�I�I�I�.�1�9�)�,� �q�u�i
�d�e�v�i�e�n�n�e�n�t�:

�* �* �* �*�1 �1 �1 �1
�1 �1

�1 �1 �1 �1 �1 �1 �1 �1

� �K �5�K � �M�) �5� �I � �M�) �I
�v �r �) �I �M�r �) �K �M�r �)

�I � �M�)�K �K � �M�)�I � �I � �M�)�K
�(�M�) �( �( �(�M�)

�( �( �(
�( �(�M�) �( �(�M�) �( �(�M�K�) �( �(�  �I �)�M �M�)

ðé ðù ðé ðùð- ðh ðh ð-
ð= ð+ðê ðú ðê ðúðh ð- ðh ðh ð- ðhðë ðû ðë ðû

�(�I�I�I�.�2�3�)

ð( ð)
�2

�* �* �*
�2 �2 �*

�5 �5 �1
�v �r �r

�1 �1 �r
ðæ ðöðæ ðö
ðç ð÷ðç ð÷

ðè ðø ðè ðø

ðh ð- ðh ð- ðh
ð= ð-

ðh ð- ðh ð- �(�I�I�I�.�2�4�)

�0�,�5 �0�,�6 �0�,�7 �0�,�8 �0�,�9 �1�,�0
�0

�1

�2

�3

�4

�5

�v
�*

�r�*

� �H�a�=�0
� �H�a�=�1
� �H�a�=�2
� �H�a�=�3
� �H�a�=�4

�F�i�g�u�r�e�I�I�I�.�4�:�l�e� �p�r�o�f�i�l� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �e�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�u�n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n�,� �·�=�0�.�5�,� �b�=�5

�C�a�s� �3

�D�a�n�s� �c�e� �c�a�s� �b�<�0�,� �l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �s�o�n�t�:

�* �* �*�r �: �v �(�r �) �1ð= ðh ð= �(�I�I�I�.�2�5�)
�* �* �*�r �1�: �v �(�r �) �5ð= ð= ð-

�O�n� �i�n�t�r�o�d�u�i�t� � �l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �(�I�I�I�.�2�5�)� �d�a�n�s�l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �(�I�I�I�.�1�4�)� �e�t� �(�I�I�I�.�1�9�)�q�u�i
�d�e�v�i�e�n�n�e�n�t�a�l�o�r�s�:

ð(ð) ð(ð) ð( ð)
ð( ð) ð(ð) ð( ð)ð(ð) ð( ð) ð( ð) ð(ð)

ð( ð) ð(ð) ð( ð)ð(ð) ð( ð)�1 �1 �1 �1�* �* �* �*
�1 �1

�1 �1 �1 �1 �1 �1 �1 �1

� �K �M �5�K � �M �5� �I � �M �I � �M
�v �r �I �M�r �K �M�r

� � � �I � �M �K �M �K � �M �I �M � �I � �M �K �M �K � �M �I �M

ðé ðù ðé ðùð+ ðh ðh ð+
ð= ð-ðê ðú ðê ðú

ðh ð- ðh ðh ð- ðhðê ðú ðê ðúðë ðû ðë ðû
�(�I�I�I�.�2�6�)
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�4�0

ð( ð)
�2

�* �* �*
�2 �2 �*

�5 �5 �1
�v �r �r

�1 �1 �r
ðæ ðöðæ ðö
ðç ð÷ðç ð÷

ðè ðø ðè ðø

ðh ð+ ðh ð+ ðh
ð= ð+

ðh ð- ðh ð- �(�I�I�I�.�2�7�)

�0�,�6 �0�,�8 �1�,�0
�-�5

�-�4

�-�3

�-�2

�-�1

�0

�1
�v

�*

�r�*

� � �H�a�=�0
� � �H�a�=�1
� � �H�a�=�2
� � �H�a�=�3
� � �H�a�=�4

�F�i�g�u�r�e�I�I�I�.�5�:�l�e� �p�r�o�f�i�l� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �e�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�u�n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n�,� �·�=�0�.�5�,� �b�=�-�5

�L�e�s� �f�i�g�u�r�e�s�I�I�I�.�3�,�I�I�I�.�4� �e�t�I�I�I�.�5 �m�o�n�t�r�e�n�t� � � �l ��e�f�f�e�t� �d�e� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e� �s�u�r� � �l�e�s� �p�r�o�f�i�l�e�s

�r�a�d�i�a�u�x� � � �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �a�z�i�m�u�t�a�l�e�,� �p�o�u�r� �d�i�f�f�é�r�e�n�t� �v�a�l�e�u�r�s� �d�e� �n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n� �q�u�i

�c�a�r�a�c�t�é�r�i�s�e� �l ��i�n�t�e�n�s�i�t�é� �d�u� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e� �e�t�a�v�e�c�u�n� �r�a�p�p�o�r�t� �d�e� �r�a�y�o�n� �·�=�0�,�5�.�O�n� �a� �c�o�n�s�t�a�t�é

�q�u�e� �l�e� �c�o�m�p�o�r�t�e�m�e�n�t� �d�e� �l ��é�c�o�u�l�e�m�e�n�t� �M�H�D� �d�a�n�s� �l ��e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e� �e�s�t� �f�o�r�t�e�m�e�n�t� �i�n�f�l�u�e�n�c�é

�p�a�r� �l�a� �f�o�r�c�e� �c�e�n�t�r�i�f�u�g�e�.

�D�a�n�s� �l�a� �f�i�g�u�r�e� �(�I�I�I�.�3�)� �o�u� � �l�e�s� �d�e�u�x� �c�y�l�i�n�d�r�e�s� �t�o�u�r�n�e�n�t� �d�a�n�s� �l�e� �m�ê�m�e� �s�e�n�s� �a�v�e�c� �u�n� �r�a�p�p�o�r�t� �d�e

�v�i�t�e�s�s�e�b�=�5�,� �l�a� �f�o�r�c�e�c�e�n�t�r�i�f�u�g�e�e�s�t� �s�y�m�é�t�r�i�q�u�e�,�o�n� �r�e�m�a�r�q�u�e� �q�u�e� �l�e� �p�r�o�f�i�l�e� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �s�a�n�s

�c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e� �e�s�t� �q�u�a�s�i�-�l�i�n�é�a�i�r�e�,� �e�t� �e�n� �a�u�g�m�e�n�t�a�n�t� � �l�e� �n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n� �H�a� � �o�n

�c�o�n�s�t�a�t�e� �u�n�e� �n�e�t�t�e� �d�i�m�i�n�u�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �e�n�t�r�e� �l�e�s� �d�e�u�x� �c�y�l�i�n�d�r�e�s�,� �p�a�r�c�e� �q�u�e� �l�a� �f�o�r�c�e

�c�e�n�t�r�i�f�u�g�e�e�s�t� �c�o�n�t�r�e� �p�r�o�d�u�c�t�i�v�e� �e�t� �l�a� �f�o�r�c�e� �é�l�e�c�t�r�o�m�a�g�n�é�t�i�q�u�e� � �d�e� �L�o�r�e�n�t�z� �j�o�u�e�l�e� �r�ô�l�e� �d ��u�n

�a�m�o�r�t�i�s�s�e�u�r� �d�a�n�s� �l ��é�c�o�u�l�e�m�e�n�t�.

�I�l� �e�s�t� �é�v�i�d�e�n�t�q�u ��à� �p�a�r�t�i�r� �d�e� �l�a� �f�i�g�u�r�e� �(�I�I�I�.�4�)� � �o�ù� �l�e� �r�a�p�p�o�r�t� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �(�b�=�0�)�,� �c�o�m�m�e� �l�e� �c�a�s

�p�r�é�c�é�d�e�n�t� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �e�n�t�r�e� �l�e�s� �d�e�u�x� �c�y�l�i�n�d�r�e�s� �d�i�m�i�n�u�e�e�n� �a�u�g�m�e�n�t�a�n�t� �l�e�n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n

�H�a�,� � �m�a�i�s� �d�a�n�s� �l�e� �t�r�o�i�s�i�è�m�e� �c�a�s� �o�ù� �l�e�s� �d�e�u�x� �c�y�l�i�n�d�r�e�s� �t�o�u�r�n�e�n�t� �a�u� �s�e�n�s� �o�p�p�o�s�é� �(�b�=�-�5�)�,� �o�n

�r�e�m�a�r�q�u�e� �q�u ��a�v�e�c� �l ��a�u�g�m�e�n�t�a�t�i�o�n� �d�e�l ��i�n�t�e�n�s�i�t�é� �d�u� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e� �H�a� �à� �p�o�u�r� �e�f�f�e�t

�d ��a�u�g�m�e�n�t�e�r� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �d�a�n�s� �l ��e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e�,�l�e� �c�a�s� �c�o�n�t�r�e� �r�o�t�a�t�i�o�n� �e�t� �c�o�-�r�o�t�a�t�i�o�n� �g�é�n�è�r�e� �l�e

�m�ê�m�e� �e�f�f�e�t� �p�o�u�r� �l�a� �f�o�r�c�e� �c�e�n�t�r�i�f�u�g�e�,� �a�l�o�r�s� �q�u�e�l�e�s� �c�o�m�p�o�s�a�n�t�e�s� �t�a�n�g�e�n�t�i�e�l�l�e�s� �d�e� �l�a� �f�o�r�c�e� �d�e

�C�o�r�i�o�l�i�s� � �s�o�n�t� �d�e� �s�i�g�n�e� �o�p�p�o�s�é�e�,� �c�e� �c�o�u�p�l�e� �d�e� �f�o�r�c�e� �g�é�n�è�r�e� �u�n�e� �q�u�a�n�t�i�t�é� �d�u� �m�o�u�v�e�m�e�n�t� �c�o�-
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�4�1

�p�r�o�d�u�c�t�i�v�e� �a�v�e�c� �l�a� �f�o�r�c�e� �é�l�e�c�t�r�o�m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�q�u�i� �v�a� �i�n�f�l�u�e�n�c�e�r� �d�i�r�e�c�t�e�m�e�n�t� �s�u�r� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e

�a�z�i�m�u�t�a�l�e�.

�I�I�I�.�6�D�é�t�e�r�m�i�n�a�t�i�o�n� �d�u� �p�r�o�f�i�l� �d�e� �l�a� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e

�P�o�u�r� �o�b�t�e�n�i�r� �l�e� �c�h�a�m�p� �d�e� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �d�e �l ��é�q�u�a�t�i�o�n� �(�I�I�I�.�1�1�)�,� �o�n� �e�f�f�e�c�t�u�e� �d�e�s� �c�a�l�c�u�l�s� �e�n

�u�t�i�l�i�s�a�n�t� �l�e� �d�e�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �l�i�m�i�t�é�a�u�p�r�e�m�i�e�r�,� �d�e�u�x�i�è�m�e�,� �e�t� �d�e� �t�r�o�i�s�i�è�m�e� �o�r�d�r�e� �r�e�s�p�e�c�t�i�v�e�m�e�n�t�,

�a�u�v�o�i�s�i�n�a�g�e� �d�e�z�é�r�o�d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �m�o�d�i�f�i�é�e�s� �I�1�(�M�r�)� �e�t� �K�1�(�M�r�)�,� �u�t�i�l�i�s�é� �p�a�r�O�m�i�d�M�.

�e�t� �a�l�(�2�0�1�2�)�,� �p�o�u�r� �d�e�s� �v�a�l�e�u�r�s� �p�e�t�i�t�s� �d�e� �n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n� �H�a�.

�I�I�I�.�6�.�1�D�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�l�i�m�i�t�é� �a�u� �p�r�e�m�i�e�r�o�r�d�r�e� � �d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �m�o�d�i�f�i�é�e�s

�L�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�l�i�m�i�t�é� �a�u� �p�r�e�m�i�e�r� �o�r�d�r�e�d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l�I�1�(�M�r�)� �e�t� �K�1�(�M�r�)�s ��é�c�r�i�t

�c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

�1

�1
�I �( �)�r

�r
�M

�2�M
ð@ �(�I�I�I�.�2�8�)

�1�K �( �M �)
�1

�r
�M �r

ð@ �(�I�I�I�.�2�9�)

�E�n� �s�u�b�s�t�i�t�u�a�n�t �c�e�s�a�p�p�r�o�x�i�m�a�t�i�o�n�s� �d�e�f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �m�o�d�i�f�i�é�e�s�I�1�(�M�r�)� �e�t� �K�1�(�M�r�)�d�a�n�s

�l ��é�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �(�I�I�I�.�1�3�)�,�e�t�e�n� � �i�n�t�r�o�d�u�i�s�a�n�t�e�n�s�u�i�t�e�l�a� �n�o�u�v�e�l�l�e� �d�i�s�t�r�i�b�u�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e

�d�a�n�s� �l ��é�q�u�a�t�i�o�n�d�e� �l ��é�n�e�r�g�i�e�(�I�I�I�.�1�1�)�o�n� �t�r�o�u�v�e�l�e�c�h�a�m�p� �d�e� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e�.

�E�n� �e�f�f�e�t� �l�e� �g�r�a�d�i�e�n�t� �d�e�t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �e�s�t� �d�o�n�n�é� �p�a�r� �l ��é�q�u�a�t�i�o�n� �s�u�i�v�a�n�t�e�:

�2
�3�2

�2 �3

�C�C
�2�E�c �P�r

�r �M �r �r
ð¶ðQ

ð= ð+
ð¶

�(�I�I�I�.�3�0�)

�O�ù�C�3�e�s�t� �l�a� �c�o�n�s�t�a�n�t�e� �d ��i�n�t�é�g�r�a�t�i�o�n

�L�e� �p�r�o�f�i�l� �d�e�t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �e�s�t� �d�o�n�n�é� �p�a�r�:

ð( ð)

�2
�2

�3 �4 �2

�E�c �P
�r

�r �C
�C �l�n�( �) �C

�M�r
ðQ ð= ð+ ð- �(�I�I�I�.�3�1�)

�O�ù�C�3 �a�n�d� �C�4 �s�o�n�t� �d�e�s� �c�o�n�s�t�a�n�t�e�s� �d ��i�n�t�é�g�r�a�t�i�o�n�d�é�t�e�r�m�i�n�é�e�s�e�n� �u�t�i�l�i�s�a�n�t� �l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x

�l�i�m�i�t�e�s� �d�e� �l�a� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e�,�e�l�l�e�s�s�o�n�t� �d�o�n�n�é�e�s� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

�2
�2

�4 �2 �2

�3

�E�c �P�r �C
�1 �C

�M
�C

�l�n�(�r�)

ðæ ðö
ð- ð+ðç ð÷ðhðè ðøð=
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�4�2

�2
�2

�4 �2

�E�c �P�r �C
�C

�M
ð=

�I�I�I�.�6�.�2�D�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�l�i�m�i�t�é� �a�u� �d�e�u�x�i�è�m�e� � �o�r�d�r�e� � �d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �m�o�d�i�f�i�é�e�s

�L�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�l�i�m�i�t�é� �a�u�d�e�u�x�i�è�m�e� �o�r�d�r�e�d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l�I�1�(�M�r�)� �e�t� �K�1�(�M�r�)�s ��é�c�r�i�t

�c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

ð( ð)�3
�1

�M �r�1
�I �(�M �r �) �M �r

�2 �1�6
ð@ ð+ �(�I�I�I�.�3�2�)

�1

�1 �1 �M�r �1
�K �(�M�r�) �l�n�( �) �( �2 �1�) �(�M�r�)

�M�r �2 �2 �4
ðé ðùð@ ð+ ð- ð- ðgð+ðê ðúðë ðû

�(�I�I�I�.�3�3�)

�O�ù�:
�³� �e�s�t� �l�a� �c�o�n�s�t�a�n�t�e� �d ��E�u�l�e�r� �d�é�f�i�n�i�e� �p�a�r� �:

�n

�1 �1 �1 �1
�l�i�m �1 �.�.�.�.�. �l�n�(�n�) �0�,�5�7�7�2�1�5�6�6�4�9�.�.�.

�2 �3 �4 �nð®ð¥

ðé ðùðgð= ð+ ð+ ð+ ð+ ð+ ð- ð=ðê ðúðë ðû

�L�e� �g�r�a�d�i�e�n�t� �d�e� � �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �s ��e�x�p�r�i�m�e� � �d�o�n�c� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

�2 �6 �5 �2 �4 �3 �2 �2 �2 �2
�3 �1 �1 �2 �1 �2 �2 �2 �2

�2 �3

�C �C �M �r �C �C �M �r �C �C �M �r �2�C �2�C �l�n�(�r�) �C �M �r
�E�c�P�r

�r �r �3�8�4 �4 �3�2 �M �r �r �8

ðé ðùð¶ðQ
ð= ð- ð- ð+ ð+ ð- ð+ðê ðúð¶ ðë ðû

�(�I�I�I�.�3�4�)

�E�n� �s�u�i�v�a�n�t� �l�e�s� �m�ê�m�e�s� �p�r�o�c�é�d�u�r�e�s� � �q�u�e�d�a�n�s�l�e� �c�a�s� �p�r�é�c�é�d�e�n�t� �(�p�r�e�m�i�e�r� �o�r�d�r�e�)� �o�n� �t�r�o�u�v�e� �l�a
�d�i�s�t�r�i�b�u�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

�2 �6 �6 �2 �2 �4 �4 �2
�1 �1 �2 �1 �2 �2

�2 �2

�3 �4 �2 �2 �2
�2 �2 �2

�2

�C �M �r �C �C �M �r �C �C �M �r �C
�2�3�0�4 �8 �1�2�8 �M �r�C �l�n�(�r�) �C �E�c �P�r

�C �M �r
�C �(�l�n�(�r�)�)

�1�6

ðé ðù
ð- ð+ ð+ðê ðú

ðê ðúðq ð= ð+ ð-
ðê ðú
ð- ð+ðê ðúðë ðû

�(�I�I�I�.�3�5�)

�O�ù� � �C�3 �e�t� �C�4 �s�o�n�t� �l�e�s� �c�o�n�s�t�a�n�t�e�s� �d ��i�n�t�é�g�r�a�t�i�o�n�,� �q�u�i� �s�o�n�t� �d�é�t�e�r�m�i�n�é�e�s� �à� �p�a�r�t�i�r� �d�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s
�a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �s�u�r� �l�a� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e�:

�2 �6 �6 �2 �2 �4 �4 �2 �2 �6 �6
�2 �2�1 �1 �2 �1 �2 �2 �2

�3 �4 �2�2 �2

�C �M �C �C �M �C �C �M �C �C �M�1
�C �(�1 �C �E�c�P�r�) �C �(�l�n�( �)�)

�l�n�( �) �2�3�0�4 �8 �1�2�8 �M �1�6

ðé ðùðh ðh ðh ðh
ð= ð- ð+ ð- ð+ ð+ ð- ðh ð+ðê ðúðh ðhðë ðû

�2 �6 �2 �4 �2 �2 �2
�1 �1 �2 �1 �2 �2 �2

�4 �2

�C �M �C �C �M �C �C �M �C �C �M
�C �E�c �P�r

�2�3�0�4 �8 �1�2�8 �M �1�6

ðé ðù
ð= ð- ð+ ð+ ð+ðê ðú

ðë ðû



�C�h�a�p�i�t�r�e� �I�I�I �E�t�u�d�e� �a�n�a�l�y�t�i�q�u�e

�4�3

�I�I�I�.�6�.�3�D�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�l�i�m�i�t�é� �a�u� �t�r�o�i�s�i�è�m�e� � �o�r�d�r�e� � �d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �m�o�d�i�f�i�é�e�s

�L�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�l�i�m�i�t�é� �a�u� �t�r�o�i�s�i�è�m�e� �o�r�d�r�e�d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l�I�1�(�M�r�)� �e�t� �K�1�(�M�r�)�s ��é�c�r�i�t

�c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

ð( ð) ð( ð)�3 �5

�1

�M�r �M�r�1
�I �(�M�r�) �M�r

�2 �1�6 �3�8�4
ð@ ð+ ð+ �(�I�I�I�.�3�6�)

�3
�1

�1 �1 �M�r �1 �1 �M�r �1 �5
�K �(�M�r�) �l�n�( �) �( �2 �1�) �(�M�r�) �l�n�( �) �( �2 �) �(�M�r�)

�M�r �2 �2 �4 �1�6 �2 �3�2 �2
ðé ðù ðé ðùð@ ð+ ð- ð- ðg ð+ ð+ ð- ð- ðgðê ðú ðê ðúðë ðû ðë ðû

�(�I�I�I�.�3�7�)

�L�e� �g�r�a�d�i�e�n�t� �d�e� � �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �e�s�t� �a�l�o�r�s� � �d�o�n�n�é� �p�a�r� �l�a� �r�e�l�a�t�i�o�n� �s�u�i�v�a�n�t�e�:

ð( ð) ð( ð)

ð( ð) ð( ð) ð( ð)

ð( ð) ð( ð) ð( ð)

ð( ð)

�2
�6 �6�2 �2

�2 �5 �6�2 �2

�2
�6 �2 �4�2

�2 �7 �8
�3

�4 �8 �8�2
�2 �9 �1 �2

�1�0�2
�1

�2�C�M�r �M�r
�2�C �l�n �C �M�r �l�n �C �M�r

�2 �M �r �2

�1 �M�r
�C �M�r �l�n �C �M�r �C �M�r

�C �E�c�P�r�3�8�4 �2
�r �r �r �1 �M�r �1 �M�r

�C �M�r �l�n �C �M�r �C �C �M�r �l�n
�3�2 �2 �3�0�7�2 �2

�1
�C �M�r

�9�2�1�6�0

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöð+ ð+ ð+ðç ð÷ ðç ð÷ðê ðú
ðè ðø ðè ðøðê ðú

ðê ðúðæ ðöðæ ðöðê ðúð- ð+ ð+ðç ð÷ðç ð÷ð¶ðQ ðê ðúðè ðøðè ðøð= ð-
ðê ðúð¶ ðæ ðö ðæ ðöðê ðúð- ð+ ð-ðç ð÷ ðç ð÷ðê ðúðè ðø ðè ðø
ðê ðú
ðê ðúð-
ðê ðúðë ðû

�(�I�I�I�.�3�8�)

�O�ù�:

�L�e�s� �c�o�n�s�t�a�n�t�e�s� �C�5�j�u�s�q�u ��à� �C�9�s�o�n�t� �d�o�n�n�é�e�s� � �e�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�e� �C�1�e�t� �C�2 �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

�2 �2
�5 �1 �1 �2 �2

�1�1 �1 �1
�C �C �C �C �C

�2�3�0�4 �1�9�2 �1�9�2
ð= ð- ð- ðg

�2 �2 �2 �2
�6 �2 �1 �2 �2 �1 �2 �1 �2

�1�1 �7 �1 �1 �1�2�5 �1
�C �C �C �C �C �C �C �C �C

�2�3�0�4 �2�3�0�4 �3�8�4 �3�8�4 �5�5�2�9�6 �1�9�2
ð= ðg ð+ ð- ðg ð- ð- ð- ðg

�2 �2
�7 �2 �2 �1 �2

�1 �7 �1
�C �C �C �C �C

�4 �1�6 �4
ð= ðgð- ð+

�2 �2
�8 �2 �2 �1 �2

�1 �1 �1
�C �C �C �C �C

�3�2 �3�2 �4�8
ð= ð- ðg ð-

�2
�9 �1 �2 �1 �2 �1

�7 �1 �1
�C �C�C �C�C �C

�2�4�5�7�6 �3�0�7�2 �3�0�7�2
ð= ð- ðgð-

�E�n� �s�u�i�v�a�n�t� �l�e�s� �m�ê�m�e�s� �p�r�o�c�é�d�u�r�e�s� � �q�u�e�d�a�n�s� �l�e�s�c�a�s� �p�r�é�c�é�d�e�n�t� �(�p�r�e�m�i�e�r�e�t� �d�e�u�x�i�è�m�e�o�r�d�r�e�)� �o�n
�t�r�o�u�v�e� �l�a� �d�i�s�t�r�i�b�u�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:



�C�h�a�p�i�t�r�e� �I�I�I �E�t�u�d�e� �a�n�a�l�y�t�i�q�u�e

�4�4

ð( ð) ð( ð) ð( ð) ð( ð) ð( ð)

ð( ð)
ð( ð)

ð( ð) ð( ð) ð( ð)

ð( ð)

�6 �8 �4 �2 �1�0�2
�1�0 �1�1 �1�2 �7 �1

�2 �2
�6�2 �2 �2

�2 �2 �5�2

�4 �3 �2
�6 �6 �6�2 �2

�6 �2 �2

�4�2
�2

�1 �1
�C �M�r �C �M�r �C �M�r �C �M�r �C �M�r

�2 �9�2�1�6�0�0

�C�M�r �M�r �1 �M�r
�C �l�n �2�C �l�n �C �M�r �l�n

�2 �2 �6 �2�M�r
�C �C �l�n�(�r�) �E�c�P�r

�1 �M�r �1 �M�r
�C �M�r �C �M�r �l�n �C �M�r �l�n

�2�3�0�4 �2 �6�9�1�2 �2

�1 �M�r
�C �M�r �l�n

�1�2�8 �2

ð+ ð+ ð+ ð-

ðæ ðöðæ ðö ðæ ðö ðæ ðöð+ ð+ ð+ðç ð÷ ðç ð÷ ðç ð÷ðç ð÷
ðè ðø ðè ðø ðè ðøðè ðø

ðQð= ð+ ð+
ðæ ðöðæ ðö ðæ ðöð+ ð- ð+ðç ð÷ ðç ð÷ðç ð÷

ðè ðø ðè ðøðè ðø

ðæð-
ðè

ð( ð)�8

�1 �2

�1 �M�r
�C�C �M�r �l�n

�2�4�5�7�6 �2

ðé ðù
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú

ðö ðæ ðöðê ðúð-ðç ð÷ ðç ð÷ðê ðúðø ðè ðøðë ðû

�(�I�I�I�.�3�9�)

�O�ù� �C�3 �e�t� �C�4 �s�o�n�t� �l�e�s� �c�o�n�s�t�a�n�t�e�s� �d ��i�n�t�é�g�r�a�t�i�o�n�,� �q�u�i� �s�o�n�t� �d�é�t�e�r�m�i�n�é�e�s� �à� �p�a�r�t�i�r� �d�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x

�l�i�m�i�t�e�s� �s�u�r� �l�a� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e�:

ð( ð) ð( ð) ð( ð) ð( ð) ð( ð)

ð( ð)
ð( ð)

ð( ð) ð( ð) ð( ð)

ð( ð)

�6 �8 �4 �2 �1�0�2
�1�0 �1�1 �1�2 �7 �1

�2 �2
�6�2 �2 �2

�2 �2 �5�2

�3 �4 �2
�6 �6 �6�2 �2

�6 �2 �2

�4�2
�2

�1 �1
�C �M �C �M �C �M �C �M �C �M

�2 �9�2�1�6�0�0

�C�M �M �1 �M
�C �l�n �2�C �l�n �C �M �l�n

�2 �2 �6 �2�M�1
�C �(�1 �C �E�c�P�r�)

�l�n�( �) �1 �M �1 �M
�C �M �C �M �l�n �C �M �l�n

�2�3�0�4 �2 �6�9�1�2 �2

�1 �M
�C �M �l�n

�1�2�8

ðh ð+ ðh ð+ ðh ð+ ðh ð- ðh

ðæ ðh ðö ðh ðhðæ ðö ðæ ðö ðæ ðöð+ ð+ ð+ ðhðç ð÷ ðç ð÷ ðç ð÷ðç ð÷
ðè ðø ðè ðø ðè ðøðhðè ðø

ð= ð- ð-
ðh ðæ ðh ðö ðhðæ ðö ðæ ðöð+ ðh ð- ðh ð+ ðhðç ð÷ ðç ð÷ðç ð÷

ðè ðø ðè ðøðè ðø
ðh

ð- ðh ð( ð)�8

�1 �2

�1 �M
�C�C �M �l�n

�2 �2�4�5�7�6 �2

ðé ðù
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú
ðê ðú

ðhðæ ðö ðæ ðöðê ðúð- ðhðç ð÷ ðç ð÷ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

ð( ð) ð( ð) ð( ð) ð( ð)

ð( ð)
ð( ð)

ð( ð)

�6 �8 �4 �2

�1�0 �1�1 �1�2 �7

�2�4
�1�0 �6�2 �2

�1 �6�2

�1
�C �M�r �C �M�r �C �M�r �C �M�r

�2
�C �E�c�P�r

�C�1
�C �M�r �C �M�r

�9�2�1�6�0�0 �M�r

ðé ðùð+ ð+ ð+ðê ðú
ðê ðúð=ð-
ðê ðúð- ð+ ð+ð+ðê ðú
ðë ðû

�L�e�s� �c�o�n�s�t�a�n�t�e�s� �C�1�0�,�C�1�1�e�t� �C�1�2 �s�o�n�t� �d�o�n�n�é�e�s� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

�2
�1�0 �5 �6 �2

�1 �1 �1
�C �C �C �C

�3�6 �6 �4�1�4�7�2
ð= ð+ ð-

�1�1 �9 �1 �2

�1 �1
�C �C �C �C

�8 �1�9�6�6�0�8
ð= ð+

�2
�1�2 �8 �2

�1 �1
�C �C �C

�4 �5�1�2
ð= ð+



�C�h�a�p�i�t�r�e� �I�I�I �E�t�u�d�e� �a�n�a�l�y�t�i�q�u�e

�4�5

�I�I�I�6�.�4�C�a�l�c�u�l� �t�h�é�o�r�i�q�u�e� �d�u� �n�o�m�b�r�e� �d�u�N�u�s�s�e�l�t

�L�a� � �d�é�f�i�n�i�t�i�o�n� � �d�u� � �n�o�m�b�r�e� �d�u�N�u�s�s�e�l�t� �l�e� � �l�o�n�g� �d�e�s� � �p�a�r�o�i�s� �i�n�t�e�r�n�e� �e�t� �e�x�t�e�r�n�e� �d�e�s�c�y�l�i�n�d�r�e�s�e�s�t

�p�r�é�s�e�n�t�é�e�c�o�m�m�e�s�u�i�t�:

�1

�*

�r �R
�1 �*

�2 �1 �r

�T
�r

�N�u �(�z�)
�T �T �r

�d

ð=

ð=ðh

ð¶
ð¶ ð¶ðQ

ð= ð- ð= ð-ðg
ð- ð¶

�2

�*

�r �R
�2 �*

�2 �1 �r �1

�T
�r

�N�u �(�z�)
�T �T �r

�d

ð=

ð=

ð¶
ð¶ ð¶ðQ

ð= ð- ð= ð-ðg
ð- ð¶

�I�I�I�-�6�.�5�.�T�r�a�c�é� �d�e� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e

�0�,�0 �0�,�2 �0�,�4 �0�,�6 �0�,�8 �1�,�0

�0�,�0

�0�,�2

�0�,�4

�0�,�6

�0�,�8

�1�,�0

ðQ

�r�*

� �1�e�r� � �o�r�d�r�e
�2�e�m�e� �o�r�d�r�e
�3�e�m�e� �o�r�d�r�e

�F�i�g�u�r�e�I�I�I�.�6�:�L ��i�n�f�l�u�e�n�c�e� �d�e� �l ��o�r�d�r�e� �d�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�l�i�m�i�t�é�d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �s�u�r� �l�a
�t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e�,� �p�o�u�r�· �=� �0�.�5�,�H�a�=� �0�.�5�,� �P�r�=�0�.�0�2�,� �E�c�=�0�.�5

�D ��a�p�r�è�s�l�a� �f�i�g�u�r�e�I�I�I�.�6�,� �o�n� � �c�o�n�s�t�a�t�e� �q�u�e� �l ��o�r�d�r�e� �d�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�l�i�m�i�t�é� �j�u�s�q�u ��a�u� �t�r�o�i�s�i�è�m�e
�o�r�d�r�e�d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �m�o�d�i�f�i�é�e�I�1 �e�t� �K�1�a� �u�n�e� �i�n�f�l�u�e�n�c�e� �n�é�g�l�i�g�e�a�b�l�e�s�u�r� �l�a� �d�i�s�t�r�i�b�u�t�i�o�n
�d�e� �l�a� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �d�a�n�s� �l ��e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e� �p�o�u�r� �u�n�e� �f�a�i�b�l�e� �v�a�l�e�u�r� �d�e� �P�r�a�n�d�t�l�.
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�I�I�I�-�6�.�6�.�T�r�a�c�é� �d�e� �N�u�s�s�e�l�t

�0�,�0 �0�,�2 �0�,�4 �0�,�6 �0�,�8 �1�,�0
�1�,�4�1�0

�1�,�4�1�5

�1�,�4�2�0

�1�,�4�2�5

�1�,�4�3�0

� �1�e�r� �o�r�d�r�e
� �2�e�m�e� �o�r�d�r�e
� �3�e�m�e� �o�r�d�r�e

�N
�u �1

�H�a
�0�,�0 �0�,�2 �0�,�4 �0�,�6 �0�,�8 �1�,�0

�0�,�7�2�2

�0�,�7�2�4

�0�,�7�2�6

�0�,�7�2�8

�0�,�7�3�0

�0�,�7�3�2

�N
�u �2

�H�a

� �1�e�r� �o�r�d�r�e
� �2�e�m�e� �o�r�d�r�e
� �3�e�m�e� �o�r�d�r�e

�F�i�g�u�r�e�I�I�I�.�7�:�L ��i�n�f�l�u�e�n�c�e� �d�e� �l ��o�r�d�r�e� �d�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�l�i�m�i�t�é�d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �s�u�r� �l�e
�n�o�m�b�r�e� �d�u�N�u�s�s�e�l�t� � �m�o�y�e�n� �s�u�r� �(�a�)� �c�y�l�i�n�d�r�e� �i�n�t�é�r�i�e�u�r� � �e�t� �(�b�)� � �c�y�l�i�n�d�r�e� �e�x�t�é�r�i�e�u�r� �e�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�u

�n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n�,�p�o�u�r� �·�=� �0�.�5�,�P�r�=�0�.�0�2�,� �E�c�=�0�.�5

�O�n� �o�b�s�e�r�v�e�s�u�r�l�a� �f�i�g�u�r�e�I�I�I�.�7�q�u ��i�l�e�x�i�s�t�e�u�n�e�d�i�f�f�é�r�e�n�c�e�r�e�m�a�r�q�u�a�b�l�e�s�u�r� �l�e�s �v�a�l�e�u�r�s� �d�u

�n�o�m�b�r�e� �d�u�N�u�s�s�e�l�t� �m�o�y�e�n� �i�n�t�é�r�i�e�u�r� �e�t� �e�x�t�é�r�i�e�u�r�à� �p�a�r�t�i�r� �d�u� �n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n�s�u�p�é�r�i�e�u�r�e� �à

�0�.�2�,�c�e�c�i� �p�o�u�r� �l�e�s� �t�r�o�i�s� �o�r�d�r�e�s�d�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �l�i�m�i�t�é�d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �m�o�d�i�f�i�é�e�s�I�1 �e�t

�K�1�.�C�e�t�t�e�d�i�f�f�é�r�e�n�c�e�d�e�v�i�e�n�t�d�e�p�l�u�s�e�n� �p�l�u�s� �p�e�r�c�e�p�t�i�b�l�e�a�u� �f�u�r� �e�t� �à� �m�e�s�u�r�e� �q�u�e�l�e� �n�o�m�b�r�e� �d�e

�H�a�r�t�m�a�n�n� �a�u�g�m�e�n�t�e�.

�0�,�0 �0�,�2 �0�,�4 �0�,�6 �0�,�8 �1�,�0
�1�,�4�0�0

�1�,�4�0�7

�1�,�4�1�4

�1�,�4�2�1

�1�,�4�2�8

�1�,�4�3�5

�1�,�4�4�2

� �1�e�r� �o�r�d�r�e
� �2�e�m�e� �o�r�d�r�e
� �3�e�m�e� �o�r�d�r�e

�N
�u �1

�E�c

�0�,�0 �0�,�2 �0�,�4 �0�,�6 �0�,�8 �1�,�0
�0�,�7�2�0

�0�,�7�2�2

�0�,�7�2�4

�0�,�7�2�6

�0�,�7�2�8

�0�,�7�3�0

�0�,�7�3�2

�0�,�7�3�4

� �1�e�r� �o�r�d�r�e
� �2�e�m�e� �o�r�d�r�e
� �3�e�m�e� �o�r�d�r�e

�N
�u �2

�E�c

�F�i�g�u�r�e�I�I�I�.�8�:�L ��i�n�f�l�u�e�n�c�e� �d�e� �l ��o�r�d�r�e� �d�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �s�u�r� �l�e� �n�o�m�b�r�e
�d�u�N�u�s�s�e�l�t�m�o�y�e�n� �s�u�r� �(�a�)� �c�y�l�i�n�d�r�e� �i�n�t�é�r�i�e�u�r� � �e�t� �(�b�)� � �c�y�l�i�n�d�r�e� �e�x�t�é�r�i�e�u�r�e�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�u�n�o�m�b�r�e

�d ��E�c�k�e�r�t�,� �p�o�u�r� �·�=� �0�.�5�,�P�r�=�0�.�0�2�,� �H�a�=�0�.�5

�a �b

�a �b
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�L�a� �f�i�g�u�r�e�I�I�I�.�8�m�o�n�t�r�e� �q�u�e� �l�e�s� �p�r�o�f�i�l�e�s� �d�e� �N�u�s�s�e�l�t� �m�o�y�e�n� �i�n�t�é�r�i�e�u�r� �e�t� �e�x�t�é�r�i�e�u�r� �e�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�e

�n�o�m�b�r�e� �d ��E�c�k�e�r�t� �o�n�t� �l�a� �m�ê�m�e� �a�l�l�u�r�e�p�o�u�r� �l�e�s� �t�r�o�i�s� �c�a�s� �c�i�t�é�s�.

�O�n� �c�o�n�s�t�a�t�e� �q�u�e� �l�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �l�i�m�i�t�é�d�e� �2�e�m�e�e�t� �d�e� �3�e�m�e�o�r�d�r�e�,� �a� �u�n�e� �i�n�f�l�u�e�n�c�e� �n�é�g�l�i�g�e�a�b�l�e

�s�u�r� �l�e� � �n�o�m�b�r�e� �d�e� �N�u�s�s�e�l�t� �i�n�t�é�r�i�e�u�r� �e�t� �e�x�t�é�r�i�e�u�r� �e�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�e� �n�o�m�b�r�e� �d ��E�c�k�e�r�t�.

�E�n� �t�e�n�a�n�t� �c�o�m�p�t�e� �d�e�s� �c�e�s� �r�e�m�a�r�q�u�e�s� �e�t� �a�i�n�s�i� �p�o�u�r�d�e�s� �r�a�i�s�o�n�s� �d�e�s�i�m�p�l�i�f�i�c�a�t�i�o�n� �d�e�s�c�a�l�c�u�l�s� �o�n

�a� �o�p�t�é� � �d�a�n�s� �c�e� �t�r�a�v�a�i�l�p�o�u�r�l�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�l�i�m�i�t�é�d�u �3�e�m�e�o�r�d�r�e�.

�L�e� �n�o�m�b�r�e� �d�e� �N�u�s�s�e�l�t� �e�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�e� �n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�a�m�n� �e�t� �d ��E�c�k�e�r�t� �p�o�u�r� �l�e�s� �t�r�o�i�s� �c�a�s� �d�e

�d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�l�i�m�i�t�é�d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l�e�s�t�d�o�n�n�é�p�a�r� �c�e�s� �f�o�r�m�u�l�e�s�:

ð§ �D�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �d�e� �1�e�r�o�r�d�r�e

�2
�3�2

�x �2 �3

�C�C
�N�u �E�c �P�r

�M �r �r
ð= ð+

ð§ �D�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �d�e�2�e�m�e�o�r�d�r�e

�2 �6 �5 �2 �4 �3 �2 �2 �2 �2
�3 �1 �1 �2 �1 �2 �2 �2 �2

�x �2 �3

�C �C �M �r �C �C �M �r �C �C �M �r �C �C �l�n�(�r�) �C �M �r
�N�u �E�c �P�r

�2�r �1�9�2 �2 �1�6 �M �r �r �4

ðé ðù
ð= ð- ð- ð+ ð+ ð- ð+ðê ðú

ðë ðû

ð§ �D�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �d�e�3�e�m�e�o�r�d�r�e

ð( ð) ð( ð)

ð( ð) ð( ð) ð( ð)

ð( ð) ð( ð) ð( ð)

ð( ð)

�2
�6 �6�2 �2

�2 �5 �6�2 �2

�2
�6 �2 �4�2

�2 �7 �8
�3

�x

�4 �8 �8�2
�2 �9 �1 �2

�1�0�2
�1

�C�M�r �1 �M�r �1
�C �l�n �C �M�r �l�n �C �M�r

�2 �M �r �2 �2 �2

�1 �M�r �1 �1
�C �M�r �l�n �C �M�r �C �M�r

�C �E�c �P�r �1�9�2 �2 �2 �2�N�u
�2�r �2�r �1 �M�r �1 �1 �M�r

�C �M�r �l�n �C �M�r �C �C �M�r �l�n
�1�6 �2 �2 �1�5�3�6 �2

�1
�C �M�r

�4�6�0�8�0

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöð+ ð+ ð+ðç ð÷ ðç ð÷ðê ðú
ðè ðø ðè ðøðê ðú

ðê ðúðæ ðöðæ ðöðê ðúð- ð+ ð+ðç ð÷ðç ð÷
ðê ðúðè ðøðè ðøð= ð-
ðê ðú

ðæ ðö ðæ ðöðê ðúð- ð+ ð-ðç ð÷ ðç ð÷ðê ðúðè ðø ðè ðø
ðê ðú
ðêð-
ðêðë ðû

ðú
ðú
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�I�V�.�1�I�n�t�r�o�d�u�c�t�i�o�n

�L�e�s� �é�c�o�u�l�e�m�e�n�t�s� �i�n�s�t�a�t�i�o�n�n�a�i�r�e�s� �d�e�s� �f�l�u�i�d�e�s� �i�n�c�o�m�p�r�e�s�s�i�b�l�e�s� �d�a�n�s� �u�n�e� �g�é�o�m�é�t�r�i�e

�q�u�e�l�c�o�n�q�u�e� �s�o�n�t� �g�o�u�v�e�r�n�é�s� �p�a�r� �l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �a�u�x� �d�é�r�i�v�é�e�s� �p�a�r�t�i�e�l�l�e�s�d�e� �N�a�v�i�e�r�-�S�t�o�k�e�s�.� �C�e�s

�é�q�u�a�t�i�o�n�s� �s�o�n�t� �n�o�n� �l�i�n�é�a�i�r�e�s� �e�t� �u�n�e� �s�o�l�u�t�i�o�n� �a�n�a�l�y�t�i�q�u�e� �r�e�s�t�e�d�i�f�f�i�c�i�l�e� �à� �o�b�t�e�n�i�r�.� �C�e�l�a� �i�m�p�o�s�e� �l�e

�r�e�c�o�u�r�s� �a�u�x� �m�é�t�h�o�d�e�s� �d�e� �r�é�s�o�l�u�t�i�o�n�s� �n�u�m�é�r�i�q�u�e�s�.

�L�e� �c�h�o�i�x� �d ��u�n�e� �m�é�t�h�o�d�e� �a�p�p�r�o�p�r�i�é�e� �p�o�u�r� �l�a� �r�é�s�o�l�u�t�i�o�n� �d ��u�n� �p�r�o�b�l�è�m�e� �n�u�m�é�r�i�q�u�e�m�e�n�t�,

�f�a�i�t� �i�n�t�e�r�v�e�n�i�r� �d�e� �m�u�l�t�i�p�l�e�s� �p�a�r�a�m�è�t�r�e�s�.� �L�e�s� �c�r�i�t�è�r�e�s� �d�e� �s�é�l�e�c�t�i�o�n�s� �s�o�n�t� �d ��u�n�e� �p�a�r�t�,� �l�e� �t�e�m�p�s

�n�é�c�e�s�s�a�i�r�e� �p�o�u�r� �l�e� �c�a�l�c�u�l� �d�e� �l�a� �s�o�l�u�t�i�o�n�,� �q�u�i� �d�o�i�t� �ê�t�r�e� �l�e� �p�l�u�s� �c�o�u�r�t� �p�o�s�s�i�b�l�e�,� �e�t� �d ��a�u�t�r�e� �p�a�r�t

�l ��e�x�a�c�t�i�t�u�d�e� �d�e� �l�a� �s�o�l�u�t�i�o�n� �q�u�i� �d�o�i�t� �ê�t�r�e� �l�a� �p�l�u�s� �g�r�a�n�d�e� �p�o�s�s�i�b�l�e�.

�L�a� �p�r�e�m�i�è�r�e� �é�t�a�p�e�d ��u�n�e� �s�i�m�u�l�a�t�i�o�n� �n�u�m�é�r�i�q�u�e�,� �c�o�n�s�i�s�t�e� �à� �l�a� �d�é�f�i�n�i�t�i�o�n� �d�u� �m�o�d�è�l�e

�g�é�o�m�é�t�r�i�q�u�e� �r�e�p�r�é�s�e�n�t�a�n�t� �l�e� �d�o�m�a�i�n�e� �s�u�r� �l�e�q�u�e�l� �l�a� �s�o�l�u�t�i�o�n� �n�u�m�é�r�i�q�u�e� �d�e�v�r�a� �ê�t�r�e� �c�a�l�c�u�l�é�e�.� �O�n

�p�r�o�c�è�d�e� �e�n�s�u�i�t�e� �à� �l�a� �d�i�s�c�r�é�t�i�s�a�t�i�o�n� �d�u� �d�o�m�a�i�n�e� �d�e� �c�a�l�c�u�l� �e�n� �u�n� �n�o�m�b�r�e� �f�i�n�i� �d�e� �p�o�i�n�t�s� �s�u�r

�l�e�s�q�u�e�l�s� �o�n� �a�p�p�r�o�c�h�e� �l�e�s� �o�p�é�r�a�t�e�u�r�s� �d�e� �d�é�r�i�v�a�t�i�o�n�i�n�t�e�r�v�e�n�a�n�t� �d�a�n�s� � �l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s�p�a�r� �d�e�s

�d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t�s� �e�n� �s�é�r�i�e�s� �d�e� �T�a�y�l�o�r� �t�r�o�n�q�u�é�e�s� �à� �l ��o�r�d�r�e� �d�e� �p�r�é�c�i�s�i�o�n� �c�h�o�i�s�i�e�.� �P�a�r� �l�a� �s�u�i�t�e�,� �o�n

�c�h�o�i�s�i�t� �u�n� �s�c�h�é�m�a� �d�e� �d�i�s�c�r�é�t�i�s�a�t�i�o�n� �a�p�p�r�o�p�r�i�é� �p�o�u�r� �c�h�a�q�u�e� �t�e�r�m�e� �d�u� �s�y�s�t�è�m�e�,� �u�n�e� �f�o�i�s� �l�e�s

�é�q�u�a�t�i�o�n�s�d�i�s�c�r�é�t�i�s�é�e�s�,� �o�n� �c�h�e�r�c�h�e� �l�a� �m�é�t�h�o�d�e� �c�o�n�v�e�n�a�b�l�e� �p�o�u�r� �l�a�r�é�s�o�l�u�t�i�o�n� �d�u� �s�y�s�t�è�m�e

�d ��é�q�u�a�t�i�o�n�s� �a�l�g�é�b�r�i�q�u�e�s� �r�é�s�u�l�t�a�n�t�.

�L�a� �r�é�s�o�l�u�t�i�o�n� �n�u�m�é�r�i�q�u�e� �d�e�s� �p�r�o�b�l�è�m�e�s� �r�e�l�a�t�i�f�s� �a�u�x� �é�c�o�u�l�e�m�e�n�t�s� �b�i�d�i�m�e�n�s�i�o�n�n�e�l�s�i�n�t�e�r�v�e�n�a�n�t

�d�a�n�s�l�a� �p�r�é�s�e�n�t�e� �é�t�u�d�e�,� �p�e�u�t� �s�e� �f�a�i�r�e� �s�o�i�t� �e�n� �u�t�i�l�i�s�a�n�t� �l�a�f�o�r�m�u�l�a�t�i�o�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�e� �c�o�u�r�a�n�t �

�v�o�r�t�i�c�i�t�é�,� �s�o�i�t� �l�e�s� �v�a�r�i�a�b�l�e�s� �v�i�t�e�s�s�e ��p�r�e�s�s�i�o�n�.� �N�o�u�s� �a�v�o�n�s� �o�p�t�é� �p�o�u�r� �l�a� �d�e�r�n�i�è�r�e� �f�o�r�m�u�l�a�t�i�o�n� �e�n

�r�a�i�s�o�n� �d�e� �s�a� �r�a�p�i�d�i�t�é� �d�e� �p�r�é�d�i�c�t�i�o�n�,� �s�o�n� �c�o�û�t� �n�o�n� �é�l�e�v�é�,� �a�i�n�s�i� �q�u�e� �s�a� �c�a�p�a�c�i�t�é� �à� �s�i�m�u�l�e�r� �d�e�s

�c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �r�é�e�l�l�e�s�.

�P�o�u�r�r�é�s�o�u�d�r�e� �n�u�m�é�r�i�q�u�e�m�e�n�t�l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s�d�e� �N�a�v�i�e�r�-�S�t�o�k�e�s�,� �é�n�e�r�g�i�e� �e�t� �d�e� �m�a�s�s�e

�r�e�l�a�t�i�v�e�s�à �n�o�t�r�e� �é�t�u�d�e�,� �n�o�u�s� �a�v�o�n�s� �a�d�o�p�t�é� �l�a� �m�é�t�h�o�d�e� �d�e�s� �d�i�f�f�é�r�e�n�c�e�s� �f�i�n�i�e�s�.� �D�a�n�s� �c�e�t�t�e

�m�é�t�h�o�d�e� �l�e�s� �d�é�r�i�v�é�e�s� �p�a�r�t�i�e�l�l�e�s� �s�o�n�t� �r�e�m�p�l�a�c�é�e�s� �p�a�r� �d�e�s� �o�p�é�r�a�t�e�u�r�s� �é�l�é�m�e�n�t�a�i�r�e�s� �d�e

�d�i�f�f�é�r�e�n�c�e�s�.� �C�e�t�t�e� �d�i�s�c�r�é�t�i�s�a�t�i�o�n� �p�e�r�m�e�t� �d�e� �r�é�s�o�u�d�r�e� �l�e� �p�r�o�b�l�è�m�e� �s�u�r� �u�n� �n�o�m�b�r�e� �f�i�n�i� �d�e� �p�o�i�n�t�s

�d�u� �m�i�l�i�e�u� �f�l�u�i�d�e� �q�u�i� �f�o�r�m�e� �l�e� �d�o�m�a�i�n�e� �d ��é�t�u�d�e�.� �L�e�s� �m�é�t�h�o�d�e�s� �a�u�x� �d�i�f�f�é�r�e�n�c�e�s� �f�i�n�i�e�s� �s�o�n�t

�p�a�r�m�i� �l�e�s� �p�l�u�s� �c�o�u�r�a�m�m�e�n�t� �u�t�i�l�i�s�é�e�s� �p�o�u�r� �l�a� �r�é�s�o�l�u�t�i�o�n� �d�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �p�a�r�t�i�e�l�l�e�m�e�n�t

�p�a�r�a�b�o�l�i�q�u�e�s�.
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�I�V�.�2�M�a�i�l�l�a�g�e�u�t�i�l�i�s�é

�L�a� �s�p�é�c�i�f�i�c�a�t�i�o�n� �d�u� �m�a�i�l�l�a�g�e� �u�t�i�l�i�s�é� �d�é�p�e�n�d� �d�e� �l�a� �c�o�m�p�l�e�x�i�t�é� �d�e� �l�a� �g�é�o�m�é�t�r�i�e�.� �I�l� �e�s�t� �d�o�n�c

�t�r�è�s� �i�n�t�é�r�e�s�s�a�n�t� �d�e� �c�h�e�r�c�h�e�r� �l�e� �m�a�i�l�l�a�g�e� �c�o�n�v�e�n�a�b�l�e� �q�u�i� �a�s�s�u�r�e� �l�a� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e� �d�e� �l�a� �m�é�t�h�o�d�e

�d�u� �c�a�l�c�u�l�,� �c�a�r� �i�l� �p�e�u�t� �y� �a�v�o�i�r� �u�n�e� �c�e�r�t�a�i�n�e� �l�i�m�i�t�e� �d�e� �l�a� �t�a�i�l�l�e� �d�e� �l�a� �m�a�i�l�l�e� �c�o�n�d�u�i�s�a�n�t� �à� �l�a

�d�i�v�e�r�g�e�n�c�e� �d�u� �s�c�h�é�m�a�.� �C�e�l�a� �n�é�c�e�s�s�i�t�e� �u�n�e� �é�t�u�d�e� �s�u�r� �l�e� �c�h�o�i�x� �d�e� �l�a� �d�e�n�s�i�t�é� �d�e� �m�a�i�l�l�a�g�e

�c�o�n�v�e�n�a�b�l�e�.

�L�e� �m�a�i�l�l�a�g�e� �u�t�i�l�i�s�é� �d�a�n�s� � �n�o�t�r�e� �é�t�u�d�e� �e�s�t� �u�n� �m�a�i�l�l�a�g�e� �s�t�r�u�c�t�u�r�é�,� �d�u� �f�a�i�t� �d�e� �l�a� �s�y�m�é�t�r�i�e� �e�t� �l�a

�g�é�o�m�é�t�r�i�e� �c�y�l�i�n�d�r�i�q�u�e� �d�u� �p�r�o�b�l�è�m�e� �p�h�y�s�i�q�u�e�,� �l�e� �d�o�m�a�i�n�e� �d�e� �c�a�l�c�u�l� �e�s�t� �r�é�d�u�i�t� �à� �u�n� �d�e�m�i� �p�l�a�n

�A�B�C�D�d�i�v�i�s�é� �e�n� �m�a�i�l�l�e�s� �c�a�r�r�é�e�s� �d�e� �d�i�m�e�n�s�i�o�n�s�”�r� �=� �”�z� �=� �h�,� �f�i�g�u�r�e�(�I�V�.�1�)�.� �C�h�a�q�u�e� �p�o�i�n�t

�(�n�o�e�u�d�)� �d�u� �d�o�m�a�i�n�e� �e�s�t� �r�e�p�é�r�é� �p�a�r� �d�e�u�x� �i�n�d�i�c�e�s� �(�i�,� �j�)� �i�n�d�i�q�u�e�n�t� �r�e�s�p�e�c�t�i�v�e�m�e�n�t� �s�a� �p�o�s�i�t�i�o�n� �s�u�r

�l ��a�x�e� �h�o�r�i�z�o�n�t�a�l� �(�o�z�)� �e�t� �l ��a�x�e� �v�e�r�t�i�c�a�l� �(�o�r�)�.

�F�i�g�u�r�e�I�V�.�1�:�R�e�p�r�é�s�e�n�t�a�t�i�o�n� �g�é�o�m�é�t�r�i�q�u�e� �d�u� �d�o�m�a�i�n�e� �d ��é�t�u�d�e� �e�t
�d�e� �l�a� �c�e�l�l�u�l�e� �d�e� �M�.�A�.�C

�U�n
�i�,�j�+�1�/�2 �V�n

�i�+�1�/�2�,�j�+�1�/�2

�T�n
�i�+�1�/�2�,�j�+�1�/�2

�C�n
�i�+�1�/�2�,�j�+�1�/�2

�W�n
�i�+�1�/�2�,�j

�V�n
�i�+�1�/�2�,�j�-�1�/�2

�T�n
�i�+�1�/�2�,�j�-�1�/�2

�C�n
�i�+�1�/�2�,�j�-�1�/�2

�V�n
�i�-�1�/�2�,�j�-�1�/�2

�T�n
�i�-�1�/�2�,�j�-�1�/�2

�c�n�i�-�1�/�2�,�j�-�1�/�2

�W�n
�i�-�1�/�2�,�j

�V�n
�i�-�1�/�2�,�j�+�1�/�2

�T�n
�i�-�1�/�2�,�j�+�1�/�2

�C�n
�i�-�1�/�2�,�j�+�1�/�2

�P�i�,�j

�U�n
�i�,�j�-�1�/�2

�r� �(�j�)

�z�(�i�)

�B�A

�C
�D

�O
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�L�e�s� �c�o�m�p�o�s�a�n�t�e�s� �r�a�d�i�a�l�e� �e�t� �a�x�i�a�l�e� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �(�u�,� �w�)� � �s�o�n�t� �r�e�s�p�e�c�t�i�v�e�m�e�n�t� �d�é�f�i�n�i�e�s� �a�u�x� �p�o�i�n�t�s

�m�i�l�i�e�u�x� �d�e�s� �a�r�ê�t�e�s� �v�e�r�t�i�c�a�l�e�s� �e�t� �h�o�r�i�z�o�n�t�a�l�e�s� �d�e� �c�h�a�q�u�e� �m�a�i�l�l�e�e�t� �l�a� �c�o�m�p�o�s�a�n�t�e� �a�z�i�m�u�t�a�l�e� �d�e� �l�a

�v�i�t�e�s�s�e� �(�v�)� �a�i�n�s�i� �q�u�e� �l�a� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �(�˜ �)� �e�t� �l�a� �c�o�n�c�e�n�t�r�a�t�i�o�n� �(�C�)� �o�c�c�u�p�e�n�t� �l�e�s� �s�o�m�m�e�t�s�.� � �L�a

�p�r�e�s�s�i�o�n�P�e�s�t� �d�é�f�i�n�i�e� �a�u� �c�e�n�t�r�e� �d�e� �c�h�a�q�u�e� �m�a�i�l�l�e�.� � �C ��e�s�t� �c�e� �q�u ��o�n� �a�p�p�e�l�l�e� �u�n� �m�a�i�l�l�a�g�e�d�é�c�a�l�é

�d�é�f�i�n�i� �p�a�r� �l�a� �c�e�l�l�u�l�e� �d�e� �M�.�A�.�C� �(�M�a�r�k�e�r�A�n�d� �C�e�l�l�)�.

�S�i� �h� �e�s�t� �l�e� �p�a�s� �s�p�a�t�i�a�l�,� �k� �l�e� �p�a�s� �d�u� �t�e�m�p�s� �e�t� �n� �l ��i�n�d�i�c�e� �d�u� �t�e�m�p�s� �(�t�=�n�k�)�,� �l�e�s� �d�i�f�f�é�r�e�n�t�e�s� �v�a�r�i�a�b�l�e�s

�s�o�n�t� �d�é�f�i�n�i�e�s� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t� �:

�n
�i�, �j �1�/ �2�u ð+ �L�a� �v�a�l�e�u�r� �d�e�u �a�u� �p�o�i�n�t�:�i �j �1�/ �2�z �i�h� �e�t� � �r �( �j �1�/ �2�)�hð+ð= ð= ð+ �à� �l ��i�n�s�t�a�n�t� �t�=�n�k

�n
�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2�vð+ ð+ �L�a� �v�a�l�e�u�r� �d�e�v �a�u� �p�o�i�n�t�:�i �1�/ �2 �j�+�1�/�2�z �(�i �1�/ �2�)�h� �e�t� � �r �( �j �1�/ �2�)�hð+ ð= ð+ ð= ð+ �à� �l ��i�n�s�t�a�n�t� �t�=�n�k

�n
�i �1�/ �2�, �j�wð+ �L�a� �v�a�l�e�u�r� �d�e�w �a�u� �p�o�i�n�t�:�i �1�/ �2 �j�z �(�i �1�/ �2�)�h� � � �e�t� � �r �j�hð+ ð= ð+ ð= �à� �l ��i�n�s�t�a�n�t� �t�=�n�k

�,
�n

�i �j�P �L�a� �v�a�l�e�u�r� �d�e�P�a�u� �p�o�i�n�t�:�i �j�z �i�h� � �e�t� � �r �j�hð= ð= �à� �l ��i�n�s�t�a�n�t� � �t�=�n�k

�n
�i �1�/�2�, �j �1�/�2ð+ ð+ðq �L�a� �v�a�l�e�u�r� �d�eðq�a�u� �p�o�i�n�t�:�i �1�/ �2 �j�+�1�/�2�z �(�i �1�/ �2�)�h� � �e�t� � �r �( �j �1�/ �2�)�hð+ ð= ð+ ð= ð+ �à� �l ��i�n�s�t�a�n�t� � �t�=�n�k

�n
�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2�Cð+ ð+ �L�a� �v�a�l�e�u�r� �d�e�C �a�u� �p�o�i�n�t�:�i �1�/ �2 �j�+�1�/�2�z �(�i �1�/ �2�)�h� � �e�t� � �r �( �j �1�/ �2�)�hð+ ð= ð+ ð= ð+ �à� �l ��i�n�s�t�a�n�t� � �t�=�n�k

�I�V�.�3�.� �S�c�h�é�m�a� �d�e� �d�i�s�c�r�é�t�i�s�a�t�i�o�n

�I�V�.�3�.� �1� �D�e�s�c�r�i�p�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �m�é�t�h�o�d�e

�L�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�u� �m�o�u�v�e�m�e�n�t�,� �d�e� �c�o�n�t�i�n�u�i�t�é�,� �d�e� �l ��é�n�e�r�g�i�e� �e�t� �d�e� �c�o�n�c�e�n�t�r�a�t�i�o�n� �s�o�n�t

�r�é�s�o�l�u�e�s� �a�u� �m�o�y�e�n� �d ��u�n� �s�c�h�é�m�a�s�e�m�i�i�m�p�l�i�c�i�t�e� �d�e� �t�y�p�e� �C�r�a�n�k�-�N�i�c�h�o�l�s�o�n� �à� �l ��a�i�d�e� �d ��u�n

�p�r�o�c�e�s�s�u�s� �i�t�é�r�a�t�i�f� �b�a�s�é� �s�u�r� �l�a� �p�e�r�t�u�r�b�a�t�i�o�n� �d�e� �l ��é�q�u�a�t�i�o�n� �d�e�c�o�n�t�i�n�u�i�t�é� �p�a�r� �l ��i�n�t�r�o�d�u�c�t�i�o�n� �d ��u�n�e

�c�o�m�p�r�e�s�s�i�b�i�l�i�t�é� �a�r�t�i�f�i�c�i�e�l�l�e�.� �C�e�t�t�e� �m�é�t�h�o�d�e� �a� �é�t�é� �p�r�o�p�o�s�é�e� �p�a�r� �T�e�m�a�m� �[�4�9�]� �p�o�u�r� �l�a� �r�e�c�h�e�r�c�h�e

�d�e�s� �s�o�l�u�t�i�o�n�s� �s�t�a�t�i�o�n�n�a�i�r�e�s� �e�n� �f�a�i�s�a�n�t� �t�e�n�d�r�e� �l�e� �t�e�m�p�s� �v�e�r�s� �l ��i�n�f�i�n�i� �d�a�n�s� �l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s

�i�n�s�t�a�t�i�o�n�n�a�i�r�e�s�.� �D�e�s� � �m�é�t�h�o�d�e�s�s�e�m�b�l�a�b�l�e�s� �o�n�t� �é�t�é� �u�t�i�l�i�s�é�e�s� �p�a�r� �F�o�r�t�i�n� �e�t� �a�l�.� �[�5�0�]�,� �P�e�y�r�e�t� �[�5�1�]�,

�P�e�y�r�e�t�e�t� �a�l�[�5�2�]�,�G�h�e�z�a�l�e�t�a�l�.�[�5�3�]�,� �[�5�4�]�.

�C�e�t�t�e� �m�é�t�h�o�d�e� �p�r�é�s�e�n�t�e� �l ��a�v�a�n�t�a�g�e� �d ��e�x�p�r�i�m�e�r� �d�e� �f�a�ç�o�n� �e�x�p�l�i�c�i�t�e� �l�a� �d�é�p�e�n�d�a�n�c�e� �d�e� �l�a� �p�r�e�s�s�i�o�n

�a�v�e�c� �l�e� �t�e�m�p�s�.

�E�n� �c�o�n�s�é�q�u�e�n�c�e�:

�- �L�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x�l�i�m�i�t�e�s� �s�u�r� �l�a� �p�r�e�s�s�i�o�n� �n�e� �s�o�n�t� �p�a�s� �n�é�c�e�s�s�a�i�r�e�s�.
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�- �L�a� �s�a�t�i�s�f�a�c�t�i�o�n� �d�e� �l ��é�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �c�o�n�t�i�n�u�i�t�é� �à� �c�h�a�q�u�e� �i�t�é�r�a�t�i�o�n� �n ��e�s�t� �p�a�s� �n�é�c�e�s�s�a�i�r�e�.

�- �L ��i�n�t�r�o�d�u�c�t�i�o�n� �d ��u�n�e� �d�é�r�i�v�é�e� �t�e�m�p�o�r�e�l�l�e� �d�e� �l�a� �p�r�e�s�s�i�o�n� �r�e�n�d� �p�o�s�s�i�b�l�e� �l�a� �r�é�s�o�l�u�t�i�o�n� �d�e�s

�é�q�u�a�t�i�o�n�s� �s�t�a�t�i�o�n�n�a�i�r�e� �d�e� �N�a�v�i�e�r�-�S�t�o�c�k�e�s� �p�a�r� �u�n�e� �m�é�t�h�o�d�e� �i�n�s�t�a�t�i�o�n�n�a�i�r�e�.

�I�V�.�3�.�2�D�i�s�c�r�é�t�i�s�a�t�i�o�n�d�e�s� �d�é�r�i�v�é�e�s� �p�a�r�t�i�e�l�l�e�s

�L�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�e� �N�a�v�i�e�r�-�S�t�o�k�e�s� �r�e�l�a�t�i�v�e�s� �à� �c�e�t�t�e� �é�t�u�d�e� �s�o�n�t� �d�e� �t�y�p�e� �p�a�r�a�b�o�l�i�q�u�e� �s�u�i�v�a�n�t� �l�e

�t�e�m�p�s�;� �l�e�u�r� �r�é�s�o�l�u�t�i�o�n� �s�e� �f�a�i�t� �p�a�r� �u�n�e� �d�i�s�c�r�é�t�i�s�a�t�i�o�n� �d�u� �p�r�e�m�i�e�r� �o�r�d�r�e� �d�a�n�s�l�e� �t�e�m�p�s�.

�a�.� �A�p�p�r�o�x�i�m�a�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �d�é�r�i�v�é�e� �p�r�e�m�i�è�r�e� �s�u�i�v�a�n�t� �l�e� �t�e�m�p�s

�L�a� �d�é�r�i�v�é�e� �p�a�r�t�i�e�l�l�e
�f
�t

ð¶
ð¶

�e�s�t� �r�e�m�p�l�a�c�é�e� �p�a�r� �u�n� �o�p�é�r�a�t�e�u�r� �a�u�x� �d�i�f�f�é�r�e�n�c�e�s� �d�e� �p�r�e�m�i�e�r

�o�r�d�r�e�a�v�e�c� �u�n�e� �p�r�é�c�i�s�i�o�n� �0�(�k�)� �à� �p�a�r�t�i�r� �d ��u�n� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �d�e� �T�a�y�l�o�r� �d�u� �p�r�e�m�i�e�r� �o�r�d�r�e�d�e� �l�a
�f�o�n�c�t�i�o�n�f �(�r�, �z�, �t�)�d�a�n�s� �l�e� �t�e�m�p�s�:

ð( ð)
�n �1 �n
�m�,�l �m�,�l�n

�t �m�,�l

�f �- �f
�f

�k

ð+

ðd ð=

�b�.� �A�p�p�r�o�x�i�m�a�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �d�é�r�i�v�é�e� �p�r�e�m�i�è�r�e� �p�a�r� �r�a�p�p�o�r�t� �a�u�x� �v�a�r�i�a�b�l�e�s� �s�p�a�t�i�a�l�e�s

�U�n� �n�o�m�b�r�e�i�n�f�i�n�i� �d�e� �s�c�h�é�m�a�s� �p�e�u�t� �ê�t�r�e� �u�t�i�l�i�s�é� �p�o�u�r� �l�a� �d�i�s�c�r�é�t�i�s�a�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �d�é�r�i�v�é�e�.� �A� �p�a�r�t�i�r

�d�e� �d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �d�e� �T�a�y�l�o�r� �e�n� �r� �e�t� �e�n� �z�,�l�e�s� �d�é�r�i�v�é�e�s� �p�r�e�m�i�è�r�e�s�e�t� �s�e�c�o�n�d�e�s�s�o�n�t� �a�p�p�r�o�c�h�é�e�s

�p�a�r� �d�e�s� �o�p�é�r�a�t�e�u�r�s� �s�e�l�o�n� �l ��o�r�d�r�e� �d�e� �p�r�é�c�i�s�i�o�n� �s�o�u�h�a�i�t�é�.

ð· �P�a�r� �r�a�p�p�o�r�t� �à� �l�a� �v�a�r�i�a�b�l�e� �r

�-�p�r�é�c�i�s�i�o�n� �d ��o�r�d�r�e� �u�n� �0�(�h�)�:

ð( ð)
�n �n
�m�,�l �1 �m�,�l�n

�r �m�,�l

�f �f
�f

�h
ð+ð+ ð-

ðd ð= �O�p�é�r�a�t�e�u�r� �p�r�o�g�r�e�s�s�i�f

ð( ð)
�n �n
�m�,�l �m�,�l �1�n

�r �m�,�l

�f �f
�f

�h
ð-ð- ð-

ðd ð= �O�p�é�r�a�t�e�u�r� �r�é�g�r�e�s�s�i�f

�-�p�r�é�c�i�s�i�o�n� �d ��o�r�d�r�e� �d�e�u�x� �0�(�h
�2
�)�:

ð( ð)
�n �n
�m�,�l �1 �m�,�l �1�0 �n

�r �m�,�l

�f �f
�f

�2�h
ð+ ð-ð-

ðd ð= �O�p�é�r�a�t�e�u�r� �c�e�n�t�r�é
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ð( ð)
�n �n �n
�m�,�l �m�,�l �1 �m�,�l �2�'�' �n

�r �m�,�l

�3�f �4�f �f
�f

�2�h
ð+ ð+ð- ð+ ð-

ðd ð= �O�p�é�r�a�t�e�u�r� �p�r�o�g�r�e�s�s�i�f

ð( ð)
�n �n �n
�m�,�l �m�,�l �1 �m�,�l �2�'�' �n

�r �m�,�l

�3�f �4�f �f
�f

�2�h
ð- ð-ð- ð+

ðd ð= �O�p�é�r�a�t�e�u�r� � �r�é�g�r�e�s�s�i�f

�L ��a�p�p�r�o�x�i�m�a�t�i�o�n� �d�e� � �l�a� �d�é�r�i�v�é�e� �p�a�r�t�i�e�l�l�e� �s�e�c�o�n�d�e
�2

�2

�f
�r

ð¶
ð¶

�e�s�t� �o�b�t�e�n�u�e� �à� �p�a�r�t�i�r� �d�u

�d�é�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� �d�e� �T�a�y�l�o�r� �d ��o�r�d�r�e� �q�u�a�t�r�e�;�e�l�l�e� �s ��é�c�r�i�t� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

ð( ð)
�n �n �n
�m�,�l �1 �m�,�l �m�,�l �1�2 �n

�r �r �r �m�,�l �2

�f �2�f �f
�f

�h
ð+ ð-ð+ ð- ð- ð+

ðd ð= ðd ðd ð=

ð· �P�a�r� �r�a�p�p�o�r�t� �à� �l�a� �v�a�r�i�a�b�l�e� �z

ð( ð)
�n �n
�m �1�,�l �m�,�l�n

�z �m�,�l

�f �f
�f

�h
ð+ð+ ð-

ðd ð= �O�p�é�r�a�t�e�u�r� �p�r�o�g�r�e�s�s�i�f

ð( ð)
�n �n
�m�,�l �m �1�,�l�n

�z �m�,�l

�f �f
�f

�h
ð-ð- ð-

ðd ð= �O�p�é�r�a�t�e�u�r� �r�é�g�r�e�s�s�i�f

ð( ð)
�n �n
�m �1�,�l �m �1�,�l�0 �n

�z �m�,�l

�f �f
�f

�2�h
ð+ ð-ð-

ðd ð= �O�p�é�r�a�t�e�u�r� �c�e�n�t�r�é

ð( ð)
�n �n �n
�m�,�l �m �1�,�l �m �2�,�l�'�' �n

�z �m�,�l

�3�f �4�f �f
�f

�2�h
ð+ ð+ð- ð+ ð-

ðd ð= �O�p�é�r�a�t�e�u�r� � �p�r�o�g�r�e�s�s�i�f� �d�e� �2�e�m�e�o�r�d�r�e

ð( ð)
�n �n �n
�m�,�l �m �1�,�l �m �2�,�l�'�' �n

�z �m�,�l

�3�f �4�f �f
�f

�2�h
ð- ð-ð- ð+

ðd ð= �O�p�é�r�a�t�e�u�r� � �r�é�g�r�e�s�s�i�f�d�e�2�e�m�e�o�r�d�r�e

�L�a� �d�é�r�i�v�é�e� �p�a�r�t�i�e�l�l�e� �s�e�c�o�n�d�e
�2

�2

�f
�z

ð¶
ð¶

�e�s�t� �a�p�p�r�o�c�h�é�e� �p�a�r�:

ð( ð)
�n �n �n
�m �1�,�l �m�,�l �m �1�,�l�2 �n

�z �z �z �m�,�l �2

�f �2�f �f
�f

�h
ð+ ð-ð+ ð- ð- ð+

ðd ð= ðd ðd ð=

�l� �e�t� �m� �s�o�n�t� �d�e�s� �n�o�m�b�r�e�s� �e�n�t�i�e�r�s� �o�u� �f�r�a�c�t�i�o�n�n�a�i�r�e�s� �e�t� �d�é�f�i�n�i�s� �a�i�n�s�i� �:

�l�=�j�,�j�±�1�/�2�,� �j�±�3�/�2�.�.�.�.�.�.�.�.�.

�m�=�i�,�i�±�1�/�2�,� �i�±�3�/�2 & &
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�I�V�.�3�.�3�D�i�f�f�é�r�e�n�t�i�a�t�i�o�n�d�e�s�é�q�u�a�t�i�o�n�s

�L�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�e� �N�a�v�i�e�r ��S�t�o�k�e�s� �r�e�l�a�t�i�v�e�s� �à� �c�e�t�t�e� �é�t�u�d�e� �s�o�n�t� � �d�e� �t�y�p�e� �p�a�r�a�b�o�l�i�q�u�e

�s�u�i�v�a�n�t� �l�e� �t�e�m�p�s�;� �d�e� �c�e� �f�a�i�t� �l�e� �s�y�s�t�è�m�e� �d ��é�q�u�a�t�i�o�n�s� �e�s�t� �a�p�p�r�o�x�i�m�é� �e�n� �u�t�i�l�i�s�a�n�t� �l�e�s� �o�p�é�r�a�t�e�u�r�s

�d�e� �d�i�f�f�é�r�e�n�c�e� � �p�a�r� �l�e� �s�y�s�t�è�m�e� �é�q�u�i�v�a�l�a�n�t�s�u�i�v�a�n�t�:

ðØ �E�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �c�o�n�t�i�n�u�i�t�é�:

�L ��é�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �c�o�n�t�i�n�u�i�t�é�p�e�u�t�e�n�t�r�a�î�n�e�r �d�e�s� �i�n�s�t�a�b�i�l�i�t�é�s� �d�a�n�s� �l�a� �r�é�s�o�l�u�t�i�o�n� �d�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�e

�m�o�u�v�e�m�e�n�t�.� �P�o�u�r� �d�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �i�n�i�t�i�a�l�e�s� �i�n�c�o�m�p�a�t�i�b�l�e�s� �o�u� �à� �c�a�u�s�e� �d ��u�n�e� �s�o�l�u�t�i�o�n� �i�t�é�r�a�t�i�v�e

�i�n�c�o�m�p�l�è�t�e� �a�v�e�c� �u�n� �s�c�h�é�m�a� �i�m�p�l�i�c�i�t�e�,� �l ��o�p�é�r�a�t�e�u�r�i�, �j�D �e�s�t� �n�o�n� �n�u�l�.

�L�e� �t�e�r�m�e� �d�e� �p�r�e�s�s�i�o�n� �e�s�t� �d�a�n�s� �c�e� �c�a�s� �l�à� �i�n�s�t�a�b�l�e�.� �L�e� �p�r�o�c�e�s�s�u�s� �i�t�é�r�a�t�i�f� �p�e�u�t� �e�n� �e�f�f�e�t� �c�a�u�s�e�r� �u�n�e

�a�m�p�l�i�f�i�c�a�t�i�o�n� �d�e� �l ��e�r�r�e�u�r� �d�e� �t�r�o�n�c�a�t�u�r�e� �s�i� �o�n� �c�o�n�s�i�d�è�r�e�i �, �j�D �0ð= �.� �P�o�u�r� �é�v�i�t�e�r� �c�e�s� �i�n�s�t�a�b�i�l�i�t�é�s� �o�n

�i�m�p�o�s�e� �u�n�e� �c�o�m�p�r�e�s�s�i�b�i�l�i�t�é� �a�r�t�i�f�i�c�i�e�l�l�e� �a�v�e�c� �u�n� �o�p�é�r�a�t�e�u�r�n �1
�i�, �j�D ð+ �.

�n �1
�n �1 �n �1

�r �z�i�, �j �1�/ �2 �i �1�/ �2�, �j
�i�, �j

�u
�u �w �0

�r

ð+
ð+ ð+ð- ð-

ð+ ð+
ðd ð+ ð+ ðd ð= �(�I�V�.�1�.�a�)

ðØ �E�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�e� �m�o�u�v�e�m�e�n�t�:

ð· �S�u�i�v�a�n�t� �l�a� �d�i�r�e�c�t�i�o�n� �r�a�d�i�a�l�e�:

ð° ð°

ð( ð)

�n �1 �n�2 �2
�n �0 �0 �0 �0

�t �r �z �r �z�i�, �j �1�/�2

�i�, �j �1�/�2

�n �1 �n�0 �0
�n �2 �2 �2 �2�r �r

�r �r �z �r �z�2 �2�i�, �j

�i�, �j �1�/�2

�2
�n �1

�v �v
�u �u �u �w �u �(�1 �) �u �u �w �u

�r �r

�u �u�1 �u �u
�P �u �u �(�1 �) �u �u

�T�a �r �r �r �r

�H�a
�u �(�1 �)

�(�1 �)�T�a

ð+

ð+

ð+

ð+
ð+ðað+

ð+

ð+

ðé ðùðæ ðö ðæ ðö
ðê ðúðç ð÷ ðç ð÷ðd ð+ ða ðd ð- ð+ ðd ð+ ð-ða ðd ð- ð+ ðd ð=

ðç ð÷ ðç ð÷ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðd ðdð-ðh
ð- ðd ð+ ða ðd ð+ ð- ð+ðd ð+ ð-ða ðd ð+ ð- ð+ðdðê ðúðç ð÷ ðç ð÷

ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

ð- ða ð+ ð-ða
ð-ðh

ð( ð)�n

�i�, �j �1�/�2
�u

ð+
ðé ðùðë ðû

�(�I�V�.�1�.�b�)
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ð· �S�u�i�v�a�n�t� �l�a� �d�i�r�e�c�t�i�o�n� �t�a�n�g�e�n�t�i�e�l�l�e�:

ð( ð)

�n �1 �n

�n �0 �0 �0 �0
�t �r �z �r �z�ï �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�n �1 �n�0 �0
�2 �2 �2 �2�r �r
�r �z �r �z�2 �2

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�2
�n �1 �n

�u�v �u�v
�v �u �v �w �v �(�1 �) �u �v �w �v

�r �r

�v �v�1 �v �v
�v �v �(�1 �) �v �v

�T�a �r �r �r �r

�H�a
�v �(�1 �)�v

�(�1 �)�T�a

ð+

ð+ ð+

ð+ ð+

ð+

ð+ ð+

ð+

ðé ðùðæ ðö ðæ ðö
ðê ðúðd ð+ ða ðd ð+ ð+ ðd ð+ ð- ða ðd ð+ ð+ ðd ð=ðç ð÷ ðç ð÷
ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðd ðdð- ðh
ða ðd ð+ ð- ð+ ðd ð+ ð- ða ðd ð+ ð- ð+ ðdðê ðúðç ð÷ ðç ð÷

ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

ðéð- ða ð+ ð- ðaðëð- ðh �i �1�/ �2�, �j �1�/ �2ð+ ð+
ðùðû

�(�I�V�.�1�.�c�)

ð· �S�u�i�v�a�n�t� �l�a� �d�i�r�e�c�t�i�o�n� �a�x�i�a�l�e�:

ð%ð( ð) ð%ð( ð)�n �1 �n �n�n �0 �0 �0 �0
�t �r �z �r �z �z�ï �1�/�2�, �j �ï�, �j

�i �1�/�2�, �j

�n �1 �n�0 �0
�2 �2 �2 �2�r �r
�r �z �r �z

�i �1�/�2�, �j

�w �u �w �w �w �(�1 �) �u �w �w �w �P

�w �w�1
�w �w �(�1 �) �w �w

�T�a �r �r

ð+ ð+ðað+

ð+
ð+

ð+

ð+

ðé ðùðd ð+ ða ðd ð+ ðd ð+ ð-ða ðd ð+ ðd ð= ð-ðdðê ðúðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðd ðdð-ðh
ða ðd ð+ ð+ðd ð+ ð-ða ðd ð+ ð+ðdðê ðúðç ð÷ ðç ð÷

ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

�(�I�V�.�1�.�d�)

ðØ �D�i�s�c�r�é�t�i�s�a�t�i�o�n� �d�e� �l ��é�q�u�a�t�i�o�n� �d ��é�n�e�r�g�i�e�:

ð( ð) ð( ð)�n �1 �n�n �0 �0 �0 �0
�t �r �z �r �z�ï �1�/�2�,�j �1�/�2

�i �1�/�2�,�j �1�/�2

�n �1 �n�0 �0
�2 �2 �2 �2�r �r
�r �z �r �z

�i �1�/�2�,�j �1�/�2

�u �w �(�1 �) �u �w

�1 �(�1 �)�E�c
�(�1 �)

�P�r�T�a �r �r �T�a

ð+

ð+ ð+
ð+ ð+

ð+

ð+ ð+

ðé ðùðd ðQ ð+ ða ðd ðQð+ ðd ðQ ð+ ð-ða ðd ðQð+ ðd ðQ ð=ðê ðúðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðd ðQ ðd ðQð-ðh ð-ðh ðF
ða ðd ðQð+ ð+ðd ðQ ð+ ð-ða ðd ðQð+ ð+ðd ðQ ð+ðê ðúðç ð÷ ðç ð÷

ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

�(�I�V�.�1�.�e�)

�O�ù�:

ð( ð) ð( ð) ð( ð) ð( ð)

ð( ð) ð( ð)

�n �1 �n�2 �2
�2 �2 �2 �2�0 �0 �0 �0

�r �z �r �z

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�2 �( �n �1�) �2 �n�0 �0 �0 �0
�z �r �z �r

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�2 �( �n �1�) �2 �n

�0 �0
�r �r

�i �1�/ �2�, �j �1�/

�u �u
�2 �u �w �(�1 �) �u �w

�r �r

�u �w �(�1 �) �u �w

�v �v
�v �(�1 �) �v

�r �r

ð+

ð+ ð+

ð+

ð+ ð+

ð+

ð+ ð+

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðæ ðö ðæ ðöðê ðúðF ð= ða ðd ð+ ð+ ðd ð+ ð- ða ðd ð+ ð+ ðdðç ð÷ ðç ð÷ðç ð÷ ðç ð÷ðç ð÷ ðç ð÷ðê ðúðè ðø ðè ðøðè ðø ðè ðøðë ðû

ðé ðùð+ ða ðd ð+ ðd ð+ ð- ða ðd ð+ ðd
ðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöð+ ða ðd ð- ð+ ð- ða ðd ð-ðê ðúðç ð÷ ðç ð÷
ðè ðø ðè ðøðê ðúðë ðû

ð( ð) ð( ð)
�2

�2 �( �n �1�) �2 �n�0 �0
�z �z

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2
�v �(�1 �) �v

� 

ð+

ð+ ð+

ðé ðùð+ ða ðd ð+ ð- ða ðd
ðë ðû
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ðØ �D�i�s�c�r�é�t�i�s�a�t�i�o�n� �d�e� �l ��é�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �d�i�f�f�u�s�i�o�n� �c�o�n�v�e�c�t�i�o�n�:

ð( ð) ð( ð)�n �1 �n�n �0 �0 �0 �0
�t �r �z �r �z�ï �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�n �1 �n�0 �0
�2 �2 �2 �2�r �r
�r �z �r �z

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�C �u �C �w �C �(�1 �) �u �C �w �C

�C �C�1
�C �C �(�1 �) �C �C

�S�c�T�a �r �r

ð+

ð+ ð+
ð+ ð+

ð+

ð+ ð+

ðé ðùðd ð+ ða ðd ð+ ðd ð+ ð- ða ðd ð+ ðd ð=ðê ðúðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðd ðdð- ðh
ða ðd ð+ ð+ ðd ð+ ð- ða ðd ð+ ð+ ðdðê ðúðç ð÷ ðç ð÷

ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

�(�I�V�.�1�.�f�)

ð% ð°
�i �1 �/ �2�, �j �1 �/ �2 �i �1 �/ �2�, �j �i �, �j �1 �/ �2 �i �, �j �1 �/ �2�u �, �u �, �v �, �wð+ ð+ ð+ ð+ ð+�e�t �i �1 �/ �2�, �j �1 �/ �2�wð+ ð+ �s�o�n�t� �d�e�s� �v�a�l�e�u�r�s� �m�o�y�e�n�n�e�s� �d�é�f�i�n�i�e�s

�c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

ð( ð)

ð( ð)

ð( ð)

�i�, �j �1 �/ �2 �i �1 �/ �2�, �j �1 �/ �2 �i �1 �/ �2�, �j �1 �/ �2

�i �1 �/ �2�, �j �1 �/ �2 �i �1�, �j �1 �/ �2 �i�, �j �1 �/ �2

�i �1 �/ �2�, �j �1 �/ �2 �i �1 �/ �2�, �j �1 �i �1 �/ �2�, �j

�1
�v � � � � � �v �v

�2
�1

�u � �= �u �u
�2
�1

�w �w �w
�2

ð+ ð+ ð+ ð- ð+

ð+ ð+ ð+ ð+ ð+

ð+ ð+ ð+ ð+ ð+

ð= ð+

ð+

ð= ð+

ð° ð( ð)�i�, �j �1 �/ �2 �i �1 �/ �2�, �j �1 �i �1 �/ �2�, �j �1 �i �1 �/ �2�, �j �i �1 �/ �2�, �j

�1
�w � � � � �w �w �w �w

�4
ð+ ð+ ð+ ð- ð+ ð+ ð-ð= ð+ ð+ ð+

ð% ð( ð)�i �1 �/ �2�, �j �i �1�, �j �1 �/ �2 �i �1�, �j �1 �/ �2 �i �, �j �1 �/ �2 �i �, �j �1 �/ �2

�1
�u � � � � �u �u �u �u

�4
ð+ ð+ ð+ ð+ ð- ð+ ð-ð= ð+ ð+ ð+

�I�V�.�4�E�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�i�s�c�r�é�t�i�s�é�e�s

�C�o�m�m�e�c�e�l�a�a�é�t�é�d�é�j�à� �m�e�n�t�i�o�n�n�é� �l�a� �m�é�t�h�o�d�e� �r�e�t�e�n�u�e� �p�o�u�r� �i�m�p�l�é�m�e�n�t�e�r� �c�e� �p�r�o�b�l�è�m�e� �e�s�t

�u�n�e� �m�é�t�h�o�d�e� �a�u�x� �d�i�f�f�é�r�e�n�c�e�s� �f�i�n�i�e�s� �s�e�m�i� �i�m�p�l�i�c�i�t�e� �d�u� �t�y�p�e� �C�r�a�n�k�-�N�i�c�o�l�s�o�n�.�C�e�t�t�e

�t�e�c�h�n�i�q�u�e� �c�o�r�r�e�s�p�o�n�d�a�n�t� �à�1�/ �2ða ð= �,� �c�o�n�s�i�s�t�e� �à� �s�a�t�i�s�f�a�i�r�e� �l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �a�u�x� �d�i�f�f�é�r�e�n�c�e�s� �a�u

�m�i�l�i�e�u� �d�e� �l ��i�n�t�e�r�v�a�l�l�e� �s�é�p�a�r�a�n�t� �l�e� �p�l�a�n� �e�n� �t�e�m�p�s� �(�n�+�1�)� �o�ù� �l�a� �s�o�l�u�t�i�o�n� �e�s�t� �c�h�e�r�c�h�é�e�,� �d�u� �p�l�a�n

�(�n�)� �o�ù� �e�l�l�e� �e�s�t� �c�o�n�n�u�e�.

�L�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �s�e� �r�é�é�c�r�i�v�e�n�t� �d�a�n�s� �c�e� �c�a�s� �l�à� � �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

�E�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �c�o�n�t�i�n�u�i�t�é�:
�n �1

�n �1 �n �1

�r �z�ï �, �j �1 �/ �2 �i �1 �/ �2�, �j
�i �, �j

�u
�u �w �0

�r

ð+
ð+ ð+ð- ð-

ð+ ð+
ðd ð+ ð+ ðd ð= �(�I�V�.�2�.�a�)
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ðØ �E�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�e� �m�o�u�v�e�m�e�n�t�:

ð· �S�u�i�v�a�n�t� �l�a� �d�i�r�e�c�t�i�o�n� �r�a�d�i�a�l�e� �r

ð° ð° ð( ð)

ð( ð)

�n �1 �n�2 �2
�n�n �0 �0 �0 �0

�t �r �z �r �z �r�i�,�j �1�/�2 �i�,�j

�i�,�j �1�/�2

�n �1 �n�0 �0 �2
�2 �2 �2 �2 �n �1 �n�r �r
�r �z �r �z�2 �2 �i�,�j �1�/�2

�i�,�j �1�/�2

�1 �v �v
�u �u �u �w �u �u �u �w �u �P

�2 �r �r

�u �u�1 �u �u �H�a
�u �u �u �u �u �u

�2�T�a �r �r �r �r �2�(�1 �)�T�a

ð+

ð+ðað+

ð+

ð+

ð+

ð+

ð+

ð+

ðé ðùðæ ðö ðæ ðö
ðê ðúðç ð÷ ðç ð÷ðd ð+ ðd ð- ð+ ðd ð+ ðd ð- ð+ ðd ð=ð- ðd
ðç ð÷ ðç ð÷ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðd ðdð-ðh ðé ðùð+ ðd ð+ ð- ð+ðd ð+ ðd ð+ ð- ð+ðd ð- ð+ðê ðúðç ð÷ ðç ð÷ ðë ðûð-ðhðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

�(�I�V�.�2�.�b�)

ð· �S�u�i�v�a�n�t� �l�a� �d�i�r�e�c�t�i�o�n� �t�a�n�g�e�n�t�i�e�l�l�eðq�:

ð( ð)

�n �1 �n

�n �0 �0 �0 �0
�t �r �z �r �z�ï �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�n �1 �n�0 �0
�2 �2 �2 �2�r �r
�r �z �r �z�2 �2

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�2
�n �1 �n

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�1 �u�v �u�v
�v �u �v �w �v �u �v �w �v

�2 �r �r

�v �v�1 �v �v
�v �v �v �v

�2�T�a �r �r �r �r

�H�a
�v �v

�2�(�1 �)�T�a

ð+

ð+ ð+

ð+ ð+

ð+

ð+ ð+

ð+

ð+ ð+

ðé ðùðæ ðö ðæ ðö
ðê ðúðd ð+ ðd ð+ ð+ ðd ð+ ðd ð+ ð+ ðd ð=ðç ð÷ ðç ð÷
ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðd ðdð- ðh
ðd ð+ ð- ð+ ðd ð+ ðd ð+ ð- ð+ ðdðê ðúðç ð÷ ðç ð÷

ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

ðé ðùð- ð+ðë ðûð- ðh

�(�I�V�.�2�.�c�)

ð· �S�u�i�v�a�n�t� �l�a� �d�i�r�e�c�t�i�o�n� �a�x�i�a�l�e� �z�:

ð%ð( ð) ð%ð( ð)�n �1 �n �n�n �0 �0 �0 �0
�t �r �z �r �z �z�ï �1�/�2�, �j �ï�, �j

�i �1�/�2�, �j

�n �1 �n�0 �0
�2 �2 �2 �2�r �r
�r �z �r �z

�i �1�/�2�, �j

�1
�w �u �w �w �w �u �w �w �w �P

�2

�w �w�1
�w �w �w �w

�2�T�a �r �r

ð+ ð+ðað+

ð+
ð+

ð+

ð+

ðé ðùðd ð+ ðd ð+ ðd ð+ ðd ð+ ðd ð= ð-ðdðê ðúðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðd ðdð-ðh
ðd ð+ ð+ðd ð+ ðd ð+ ð+ðdðê ðúðç ð÷ ðç ð÷

ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

�(�I�V�.�2�.�d�)

ðØ �E�q�u�a�t�i�o�n� �d ��é�n�e�r�g�i�e�:

ð( ð) ð( ð)�n �1 �n�n �0 �0 �0 �0
�t �r �z �r �z�ï �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�n �1 �n�0 �0
�2 �2 �2 �2�r �r
�r �z �r �z

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�1
�u �w �u �w

�2

�1 �(�1 �)�E�c
�2 �P�r �T�a �r �r �T�a

ð+

ð+ ð+
ð+ ð+

ð+

ð+ ð+

ðé ðùðd ðQ ð+ ðd ðQ ð+ ðd ðQ ð+ ðd ðQ ð+ ðd ðQ ð=ðê ðúðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðd ðQ ðd ðQð- ðh ð- ðh ðF
ðd ðQ ð+ ð+ ðd ðQ ð+ ðd ðQ ð+ ð+ ðd ðQ ð+ðê ðúðç ð÷ ðç ð÷

ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

�(�I�V�.�2�.�e�)

�O�ù�:
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ð( ð) ð( ð) ð( ð) ð( ð)

ð( ð) ð( ð)

ð( ð)

�n �1 �n�2 �2
�2 �2 �2 �2�0 �0 �0 �0

�r �z �r �z

�i �1�/ �2 �, �j �1�/ �2

�2 �( �n �1�) �2 �n�0 �0 �0 �0
�z �r �z �r

�i �1�/ �2 �, �j �1�/ �2

�2 �( �n �1�) �2 �n
�2 �( �n �1�)�0 �0 �0

�r �r �z

�i �1�/ �2 �, �j �1�/ �2

�u �u
�u �w �u �w

�r �r

�1
�u �w �u �w

�2

�1 �v �v �1
�v �v �v

�2 �r �r �2

ð+

ð+ ð+

ð+

ð+ ð+

ð+
ð+

ð+ ð+

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðæ ðö ðæ ðöðê ðúðF ð= ðd ð+ ð+ ðd ð+ ðd ð+ ð+ ðdðç ð÷ ðç ð÷ðç ð÷ ðç ð÷ðç ð÷ ðç ð÷ðê ðúðè ðø ðè ðøðè ðø ðè ðøðë ðû

ðé ðùð+ ðd ð+ ðd ð+ ðd ð+ ðd
ðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöð+ ðd ð- ð+ ðd ð- ð+ ðd ð+ðê ðúðç ð÷ ðç ð÷
ðè ðø ðè ðøðê ðúðë ðû

ð( ð)�2 �n�0
�z

�i �1�/ �2 �, �j �1�/ �2
�v

� 

ð+ ð+

ðé ðùðd
ðë ðû

ðØ �E�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �d�i�f�f�u�s�i�o�n� �c�o�n�v�e�c�t�i�o�n�:

ð( ð) ð( ð)�n �1 �n�n �0 �0 �0 �0
�t �r �z �r �z�ï �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�n �1 �n�0 �0
�2 �2 �2 �2�r �r
�r �z �r �z

�i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

�1
�C �u �C �w �C �u �C �w �C

�2

�C �C�1
�C �C �C �C

�2�S�c�T�a �r �r

ð+

ð+ ð+
ð+ ð+

ð+

ð+ ð+

ðé ðùðd ð+ ðd ð+ ðd ð+ ðd ð+ ðd ð=ðê ðúðë ðû

ðé ðùðæ ðö ðæ ðöðd ðdð- ðh
ðd ð+ ð+ ðd ð+ ðd ð+ ð+ ðdðê ðúðç ð÷ ðç ð÷

ðê ðúðè ðø ðè ðøðë ðû

�(�I�V�.�2�.�f�)

�I�V�.�5�T�r�a�i�t�e�m�e�n�t�d�e�s� �o�p�é�r�a�t�e�u�r�s� �a�u�x� �f�r�o�n�t�i�è�r�e�s

�L�o�r�s�q�u�e� �l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �s�o�n�t� �d�i�s�c�r�é�t�i�s�é�e�s� �d�a�n�s� �l�e�s� �m�a�i�l�l�e�s�b�o�r�d�a�n�t� �l�e�s� �f�r�o�n�t�i�è�r�e�s� �d�u� �d�o�m�a�i�n�e�,

�c�e�r�t�a�i�n�e�s� �m�o�d�i�f�i�c�a�t�i�o�n�s� �d�o�i�v�e�n�t� �ê�t�r�e� �a�p�p�o�r�t�é�e�s� �a�u� �s�c�h�é�m�a� �d�e� �d�i�s�c�r�é�t�i�s�a�t�i�o�n�.�E�n� �e�f�f�e�t�l�e�s

�f�r�o�n�t�i�è�r�e�s� �n�e� �c�o�ï�n�c�i�d�e�n�t� �p�a�s� �a�v�e�c� �l�e� �m�a�i�l�l�a�g�e� �g�é�o�m�é�t�r�i�q�u�e� �d�é�c�r�i�t� �s�u�r� �l�a� �f�i�g�u�r�e� �(�I�V�.�2�)�.� �P�o�u�r

�r�e�m�é�d�i�e�r� �à� �c�e�p�r�o�b�l�è�m�e�,� �I�l� �e�s�t� �u�t�i�l�e� �d�e�t�e�n�i�r� �c�o�m�p�t�e� �d�e� �l ��e�x�i�s�t�e�n�c�e� �d ��u�n�e� �m�a�i�l�l�e� �f�i�c�t�i�v�e

�d�i�s�p�o�s�é�e�,� �à� �l ��e�x�t�é�r�i�e�u�r�,� �d�e� �l ��a�u�t�r�e� �c�o�t�é� �d�e� �l�a� �p�a�r�o�i� �s�o�l�i�d�e� �a�f�i�n� �d�e� �v�é�r�i�f�i�e�r� �l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �à� �l�a

�f�r�o�n�t�i�è�r�e�.

�F�i�g�u�r�e�I�V�.�2�:�l�e�s�f�r�o�n�t�i�è�r�e�s� �d�u� �d�o�m�a�i�n�e� �é�t�u�d�i�é

�R�1

�R

�2

�S�3

�S�4

�S�2�S�1

�z

�r

�O
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�L�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �s�o�n�t� �t�r�a�i�t�é�e�s� �e�n� �u�t�i�l�i�s�a�n�t� �l�e�s� �d�é�f�i�n�i�t�i�o�n�s� �d�o�n�n�é�e�s� �p�a�r� �H�a�r�l�o�w

�e�t� �W�e�l�c�h�[�5�5�] �1�9�6�5�,� �q�u�i� �c�o�n�s�i�d�è�r�e�n�t� �q�u�e� �l�e�s� �p�a�r�o�i�s� �s�o�l�i�d�e�s� �s�o�n�t� �c�o�n�f�o�n�d�u�e�s� �a�v�e�c� �l�e�s� �b�o�r�d�u�r�e�s

�d�e�s� �c�e�l�l�u�l�e�s� �q�u�i� �s�o�n�t� �p�r�o�c�h�e�s� �e�t� �a�p�p�a�r�t�e�n�a�n�t� �a�u� �m�a�i�l�l�a�g�e�.� �U�n�e� �p�a�r�o�i� �h�o�r�i�z�o�n�t�a�l�e� �p�a�s�s�e� �a�l�o�r�s� �à

�t�r�a�v�e�r�s� �l�e�s� �n�S�u�d�s� �d�e� �l�a� �m�a�i�l�l�e� �p�o�r�t�a�n�t� �l�e�s� �v�i�t�e�s�s�e�s� �n�o�r�m�a�l�e�s� �q�u�i� �s ��a�n�n�u�l�e�n�t� �q�u�e�l�q�u�e� �s�o�i�t� �l�e

�t�e�m�p�s�.

�a�- �S�u�r� �l�a� �p�a�r�o�i�S�1

�A�u� �v�o�i�s�i�n�a�g�e� �d�e� �c�e�t�t�e� �p�a�r�o�i�f�i�g�.� �I�V�.�3�o�n� � �d�i�s�t�i�n�g�u�e� � �t�r�o�i�s� � �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� � �a�u�x� � �l�i�m�i�t�e�s� � �à� � �s�a�v�o�i�r�;� � �l�a

�c�o�n�d�i�t�i�o�n� � �d ��a�d�h�é�r�e�n�c�e�,� � �l�a� � �c�o�n�d�i�t�i�o�n� �d ��a�d�i�a�b�a�t�i�c�i�t�é� �e�t� �l�a� �c�o�n�d�i�t�i�o�n� �d ��i�m�p�e�r�m�é�a�b�i�l�i�t�é�d�e�s� �p�a�r�o�i�s�.

�L�a� �v�i�t�e�s�s�e�n�o�r�m�a�l�e� �à� �l�a� �p�a�r�o�i� �s ��a�n�n�u�l�e�,� �w�=�0�.� �L ��o�p�é�r�a�t�e�u�r� �L
�w

�a�p�p�l�i�q�u�é� �a�u� �p�o�i�n�t� �(�R�-�h�,�z�,�t�)� �e�t� �s�e�s

�d�é�r�i�v�é�e�s� �p�a�r� �r�a�p�p�o�r�t� �à� �r� �n�e� �d�é�b�o�r�d�e�n�t� �p�a�s� �s�u�r� �l�a� �f�r�o�n�t�i�è�r�e� �S
�1
�.

�L�a� �c�o�n�d�i�t�i�o�n� �d�e� �r�é�f�l�e�x�i�o�n� �p�o�u�r� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �t�a�n�g�e�n�t�i�e�l�l�e� �t�e�l� �q�u�e� �u ��=�-�u� �(�l�e� �«�  �� �»� �s�y�m�b�o�l�i�s�e� �u�n�e

�c�e�l�l�u�l�e� �f�i�c�t�i�v�e�s�i�t�u�é�e� �à� �l ��e�x�t�é�r�i�e�u�r� �d�e� �l�a� �p�a�r�o�i� �s�o�l�i�d�e�)�.

�D�e� �p�l�u�s�,� �o�n� �s�u�p�p�o�s�e� �p�o�u�r� �c�e� �c�a�s� �d ��i�n�d�é�t�e�r�m�i�n�a�t�i�o�n� �q�u ��i�l� �e�x�i�s�t�e� �u�n�e� �v�a�r�i�a�t�i�o�n� �l�i�n�é�a�i�r�e� �s�u�r

�l ��i�n�t�e�r�v�a�l�l�e� �R�-�h�/�2"d� �r� "d�R�+�h�/�2� �d�e� �m�a�n�i�è�r�e� �à� �a�b�o�u�t�i�r� �à� �l ��e�x�p�r�e�s�s�i�o�n� �s�u�i�v�a�n�t�e� �:

�2�(�R �r�)
�u�(�r�, �z�, �t�) �u�(�R �h �/ �2�, �z�, �t�)

�h
ð-

ð= ð-

�D�a�n�s�l ��a�p�p�r�o�x�i�m�a�t�i�o�n� �d�e�s� �d�é�r�i�v�é�e�s� �d�e� �u� �p�a�r� �r�a�p�p�o�r�t� �à� �r�,� �l�a� �v�a�l�e�u�r� �d�e� �u �� �q�u�i� �e�s�t� �a�i�n�s�i� �d�é�f�i�n�i�e

�p�e�r�m�e�t� �d�e� �r�é�s�o�u�d�r�e� �L
�u
�a�u� �p�o�i�n�t� �(�R�-�h�/�2�,�z�,�t�)�.

�D�a�n�s� �l ��a�p�p�r�o�x�i�m�a�t�i�o�n� �d�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s�d ��a�d�i�a�b�a�t�i�c�i�t�é� �e�t� �d ��i�m�p�e�r�m�é�a�b�i�l�i�t�é� �o�n� �u�t�i�l�i�s�e� �l ��o�p�é�r�a�t�e�u�r

�(�´ � ��)� �d�a�n�s� �l�a� �d�i�r�e�c�t�i�o�n� �r�a�d�i�a�l�e�,� �p�o�u�r� �m�a�i�n�t�e�n�i�r� �l�a� �p�r�é�c�i�s�i�o�n� �a�u� �d�e�u�x�i�è�m�e� �o�r�d�r�e�.� �L�e�s� �o�p�é�r�a�t�e�u�r�s

�L
�˜

�e�t� �L
�C

�n�e� � �p�r�é�s�e�n�t�e� �a�u�c�u�n� �d�é�b�o�r�d�e�m�e�n�t� �s�u�r� �c�e�t�t�e� �f�r�o�n�t�i�è�r�e�.

�F�i�g�u�r�e�I�V�.�3�:�P�o�s�i�t�i�o�n�n�e�m�e�n�t� �d�e�s� �n�S�u�d�s� �a�u� �v�o�i�s�i�n�a�g�e� �d�e� �l�a� �p�a�r�o�i� �S�1�,�z�=�0

�v�=�0

�u �
�w�=�0

�P�a�r�o�i� � �S�1

�h�z

�u
�h�r
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�b�- �S�u�r� �l�a� �p�a�r�o�i� �S�2

�D�e� �l�a� �m�ê�m�e� �f�a�ç�o�n� �o�n� �c�a�l�c�u�l�e�l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �s�u�r�l�a�f�r�o�n�t�i�è�r�e�s� �S�2�.� �L�e�s

�c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �d ��a�d�h�é�r�e�n�c�e�d ��a�d�i�a�b�a�t�i�c�i�t�é�e�t�d ��i�m�p�e�r�m�é�a�b�i�l�i�t�é�d�a�n�s� �l�a� �s�e�c�t�i�o�n� �d ��e�n�t�r�é�e

�s�e� �p�r�é�s�e�n�t�e�n�t� �t�e�l�l�e�s� �q�u�e�,� �(�v�o�i�r� �f�i�g�u�r�e�I�V�.�4�)�,� �l�e�s� �v�i�t�e�s�s�e�s� �t�a�n�g�e�n�t�i�e�l�l�e�s� �a�y�a�n�t� �u�n� �p�r�o�b�l�è�m�e

�d ��i�n�d�é�t�e�r�m�i�n�a�t�i�o�n� �a�u� �c�o�n�t�a�c�t� �d�e� �c�e�t�t�e� �p�a�r�o�i� �s�o�n�t� �r�é�f�l�é�c�h�i�e�s� �e�t� �l�e�s� �v�i�t�e�s�s�e�s� �n�o�r�m�a�l�e�s� �s ��a�n�n�u�l�e�n�t

�s�u�r� �c�e�t�t�e� �f�r�o�n�t�i�è�r�e�.� �C�e� �q�u�i� �c�o�n�d�u�i�t� �à� �l�a� �r�e�l�a�t�i�o�n� �U�=�-�U �� �e�t� �W�=�0� �s�u�r� �l�a� �p�a�r�o�i� �S
�2
�.

�F�i�g�u�r�e�I�V�.�4�:�P�o�s�i�t�i�o�n�n�e�m�e�n�t� �d�e�s� �n�S�u�d�s� �a�u� �v�o�i�s�i�n�a�g�e� �d�e� �l�a� �p�a�r�o�i� �S�2�,�z�=�L

�c�- �S�u�r� �l�a� �p�a�r�o�i� � �S�3�:

�L�e�s� �m�ê�m�e�s� �t�e�c�h�n�i�q�u�e�s� �s�e�r�v�e�n�t� �à� �c�a�l�c�u�l�e�r� �l�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s� �s�u�r� �l�e�s� �f�r�o�n�t�i�è�r�e�s

�s�o�l�i�d�e�s� �d�i�s�p�o�s�é�e�s�h�o�r�i�z�o�n�t�a�l�e�m�e�n�t�.

�L�e� �l�o�n�g� �d�e� �c�e�t�t�e� �f�r�o�n�t�i�è�r�e�,� �n�o�u�s� �a�v�o�n�s� �l�a� �c�o�n�d�i�t�i�o�n� �d ��a�d�h�é�r�e�n�c�e�u �v �w �0ð= ð= ð=

�A�u� �v�o�i�s�i�n�a�g�e� �d�e� �(�S�3�)�,�l�e� �m�a�i�l�l�a�g�e�e�s�t� �p�r�é�s�e�n�t�é�d�a�n�s� �l�a� �f�i�g�u�r�e�I�V�.�5

�F�i�g�u�r�e�I�V�.�5�:�P�o�s�i�t�i�o�n�n�e�m�e�n�t� �d�e�s� �n�S�u�d�s� �a�u� �v�o�i�s�i�n�a�g�e� �d�e� �l�a� �p�a�r�o�i� �S�3�,�r�=�R�2

�v�=�0

�u �
�w�=�0

�P�a�r�o�i� � �S�2

�h�z

�u
�h�r

�v�=�0 �u�=�0
�w �

�w

�P�a�r�o�i� � �S�3

�h�r

�h�z
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�L�e�s� �c�o�m�p�o�s�a�n�t�e�s� �r�a�d�i�a�l�e� �e�t� �t�a�n�g�e�n�t�i�e�l�l�e�u�e�t�v �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e�a�i�n�s�i� �q�u�e� �l�e�s� �c�o�m�p�o�s�a�n�t�e�s

�d�e� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� �e�t� �d�e� �c�o�n�c�e�n�t�r�a�t�i�o�n�s�e� �t�r�o�u�v�e�n�t� �s�u�r� �l�a� �p�a�r�o�i�,� �t�a�n�d�i�s� �q�u�e�w �s�e� �t�r�o�u�v�e� �à� �u�n�e

�d�i�s�t�a�n�c�e� �d�e�h �/ �2�d�e� �c�e�t�t�e� �m�ê�m�e� �p�a�r�o�i�.�P�o�u�r� � �l�a� �d�é�t�e�r�m�i�n�a�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �v�a�l�e�u�r� �d�e� �w� �à� �l�a� �p�a�r�o�i�S�1�,

�o�n� �u�t�i�l�i�s�e� �l�a� �c�o�n�d�i�t�i�o�n� �d�e� �r�é�f�l�e�x�i�o�n� �p�o�u�r� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �t�a�n�g�e�n�t�i�e�l�l�e� �t�e�l� �q�u�e� �W ��=�-�W� �(�l�e� �«�  �� �»

�s�y�m�b�o�l�i�s�e� �u�n�e� �c�e�l�l�u�l�e� �f�i�c�t�i�v�e� �s�i�t�u�é�e� �à� �l ��e�x�t�é�r�i�e�u�r� �d�e� �l�a� �p�a�r�o�i� �s�o�l�i�d�e�)�.

�D�e� �p�l�u�s�,� �o�n� �s�u�p�p�o�s�e� �p�o�u�r� �c�e� �c�a�s� �d ��i�n�d�é�t�e�r�m�i�n�a�t�i�o�n� �q�u ��i�l� �e�x�i�s�t�e� �u�n�e� � �v�a�r�i�a�t�i�o�n� � �l�i�n�é�a�i�r�e

�s�u�r� � �l ��i�n�t�e�r�v�a�l�l�e� � � �R�-�h�/�2"d�r"d�R�+�h�/�2� � �q�u�i� � �a�b�o�u�t�i�t�à� � � �l ��e�x�p�r�e�s�s�i�o�n� �s�u�i�v�a�n�t�e� �:

ð( ð) ð( ð) ð( ð)�t�,�z�,�2�/�h�R�W
�h

�r�R�2
�t�,�z�,�r�W ð-

ð-
ð=

�D�a�n�s� �l ��a�p�p�r�o�x�i�m�a�t�i�o�n� �d�e�s� �d�é�r�i�v�é�e�s� �d�e� �W� �p�a�r� �r�a�p�p�o�r�t� �à� �r�,� �l�a� �v�a�l�e�u�r� �d�e� �W �� �q�u�i� �e�s�t� �a�i�n�s�i

�d�é�f�i�n�i�e� �p�e�r�m�e�t� �d�e� �r�é�s�o�u�d�r�e� �L�W �a�u� �p�o�i�n�t� �(�R�-�h�/�2�,�z�,�t�)�.

�d�- �S�u�r� �l�a� �p�a�r�o�i� �S�4

�A�u� �v�o�i�s�i�n�a�g�e� �d�e�s� �p�a�r�o�i�s� �d�u� �c�y�l�i�n�d�r�e� �i�n�t�é�r�i�e�u�r�(�r�=�R�1�)�,�l�e� �c�y�l�i�n�d�r�e� �i�n�t�é�r�i�e�u�r� �e�s�t�d�i�s�p�o�s�é� �s�u�r� �l ��a�x�e

�d�e� �s�y�m�é�t�r�i�e� �d�e� �s�o�r�t�e� �q�u�e� �l�e� �t�r�a�i�t�e�m�e�n�t� �d�e�s� �v�a�r�i�a�b�l�e�s� �s�u�r� �c�e�s� �p�a�r�o�i�s� �n�é�c�e�s�s�i�t�e� �d�e�s� �c�o�n�s�i�d�é�r�a�t�i�o�n�s

�p�a�r�t�i�c�u�l�i�è�r�e�s�(�f�i�g�.�I�V�6�)

�L�a� �p�a�r�o�i� �p�a�s�s�e� �d�a�n�s� �c�e� �c�a�s� �e�n�t�r�e� �d�e�u�x� �l�i�g�n�e�s� �d�u� �m�a�i�l�l�a�g�e� �d�é�f�i�n�i�s�s�a�n�t� �a�i�n�s�i� �u�n�e� �d�e�m�i�-�m�a�i�l�l�e�,

�c�e�t�t�e� �d�e�r�n�i�è�r�e� �p�e�r�m�e�t� �d ��é�v�i�t�e�r� �l�e� �p�r�o�b�l�è�m�e� �d�e� �r�é�f�l�e�x�i�o�n� �d�e� �l�a�v�i�t�e�s�s�e� �t�a�n�g�e�n�t�i�e�l�l�e� �c�a�r� �e�l�l�e�n�e

�p�e�u�t� �p�a�s� �s�e� �f�a�i�r�e� �à� �l ��i�n�t�é�r�i�e�u�r� �d�u� �c�y�l�i�n�d�r�e� �t�o�u�r�n�a�n�t�.

�F�i�g�u�r�e�I�V�.�6�:�P�o�s�i�t�i�o�n�n�e�m�e�n�t� �d�e�s� �n�S�u�d�s� �a�u� �v�o�i�s�i�n�a�g�e� �d�e� �l�a� �p�a�r�o�i� �S�4�,�r�=�R�1

�C �� �,�ô ��,� �v � �u �
�u �

�w�=�0

�h�r
�u�C�,�ô�,� �v

�P�a�r�o�i� �S�4

�h�z
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�6�1

�L�a� �v�a�l�e�u�r� �d�e�v �a�u� �p�o�i�n�t�c�y�(�i�, �j �)�e�s�t� �d�o�n�n�é�e� �p�a�r� �l ��a�p�p�r�o�x�i�m�a�t�i�o�n� �s�u�i�v�a�n�t�e�:

ð( ð)
�c�y �c�y �1�i�, �j �i�, �j �r�o�t

�1
�v �v �2�v

�3 ð+
ð= ð+

�r�o�t�V �e�s�t� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �d�e� �r�o�t�a�t�i�o�n� �d�u� �c�y�l�i�n�d�r�e� �i�n�t�é�r�i�e�u�r�.

�I�V�.�6�H�y�p�o�t�h�è�s�e� �s�u�r� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �d�e�r�o�t�a�t�i�o�n� �d�u� �c�y�l�i�n�d�r�e� �i�n�t�é�r�i�e�u�r

�P�o�u�r� �é�v�i�t�e�r� �l�a� �c�r�é�a�t�i�o�n� �d�e�s� �i�n�s�t�a�b�i�l�i�t�é�s� �d�u�e�s� �à� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �d�e� �r�o�t�a�t�i�o�n� �n�o�u�s� �a�v�o�n�s� �o�p�t�é

�p�o�u�r� �u�n�e� �v�a�r�i�a�t�i�o�n� �l�i�n�é�a�i�r�e� �é�v�o�l�u�t�i�v�e� �d�e� �c�e�t�t�e� �d�e�r�n�i�è�r�e� �d�e�p�u�i�s� �l�a� �v�a�l�e�u�r� �i�n�i�t�i�a�l�e�,� � �n�u�l�l�e�,� �à� �l�a

�v�a�l�e�u�r� �i�m�p�o�s�é�e� �p�r�o�p�o�s�é� �p�a�r�A�.� �G�h�e�z�a�l� �e�t� �a�l� �[�5�3�]�.

�D�e�s� �t�e�s�t�s� �n�u�m�é�r�i�q�u�e�s� �e�f�f�e�c�t�u�é�s�,�o�n�t� �c�o�n�d�u�i�t� �a�u� �c�h�o�i�x� �d ��u�n�e� �v�a�r�i�a�t�i�o�n� �l�i�n�é�a�i�r�e�a�u� �c�o�u�r�s� �d�e�s

�p�r�e�m�i�e�r�s� �v�i�n�g�t� �p�l�a�n�s� �e�n� �t�e�m�p�s� �a�t�t�e�i�g�n�a�n�t� �l�a� �v�a�l�e�u�r� �l�i�m�i�t�e� �v�0�.

�L ��e�x�p�r�e�s�s�i�o�n� �s�u�i�v�a�n�t�e� �q�u�i� �d�o�n�n�e� �l ��é�v�o�l�u�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �d�e� �r�o�t�a�t�i�o�n�r�o�t�v �(�t�)�d�u� �c�y�l�i�n�d�r�e

�i�n�t�é�r�i�e�u�r� �e�n� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�u� �t�e�m�p�s�e�s�t� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

�0

�r�o�t

�0

�t �2�0
�v � � � �s�i� � � �t

�2�0 �6�4�v �(�t�)
�2�0

� �v � � � � � � � �s�i� � � �t
�6�4

ðì ð<ðïðï
ð=ðí

ðï ð>
ðïðî

�O�ù �0�v �e�s�t� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �d�e� �r�o�t�a�t�i�o�n� �i�m�p�o�s�é�e�.

�0 �1�0 �2�0 �3�0 �4�0 �5�0 �6�0 �7�0
�0�,�0

�0�,�2

�0�,�4

�0�,�6

�0�,�8

�1�,�0

�1�,�2

�v �
r�

o
�t�/�
v �0

�T �/�6�4

�F�i�g�u�e�I�V�.�7�:�E�v�o�l�u�t�i�o�n� �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �d�e� �r�o�t�a�t�i�o�n� �a�u� �c�o�u�r�s� �d�u� �t�e�m�p�s
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�6�2

�O�n� �n�o�t�e� �a�u�s�s�i� �q�u�e� � �l�e�s� �t�e�r�m�e�s� �d�u� � �c�r�é�e�s� � �d�e� �l�a� �c�o�m�p�o�s�a�n�t�e� � �a�z�i�m�u�t�a�l� � �d�e� �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �s�o�n�t� �p�r�i�s� �d�e

�l�a� �f�o�r�m�e� �d�u� �p�r�o�d�u�i�t� �d�e�s� �v�i�t�e�s�s�e�s� �d�a�n�s� �d�e�u�x� �p�l�a�n�s� �e�n� �t�e�m�p�s�,� �l�e� �p�l�a�n� �n� �e�t� �l�e� �p�l�a�n� �n�+�1�.�C�e�t�t�e

�f�o�r�m�e� �s ��e�s�t� �a�v�é�r�é�e�,� �a�p�r�è�s� �d�e�s� �t�e�s�t�s� �n�u�m�é�r�i�q�u�e�s�,� �p�l�u�s� �a�d�a�p�t�é�e� �p�o�u�r� �l�a� �r�a�p�i�d�i�t�é� �d�e� �l�a� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e

�q�u�e� �d�e� �c�o�n�s�i�d�é�r�e�r� � �l�a� �v�i�t�e�s�s�e� �d�a�n�s� �l�e� �m�ê�m�e� �p�l�a�n� �e�n� �t�e�m�p�s

�I�V�.�7�P�r�o�c�é�d�é� �i�t�é�r�a�t�i�f

�A�p�r�è�s� �l�a� �d�i�s�c�r�é�t�i�s�a�t�i�o�n� �d�e�s� �d�é�r�i�v�é�e�s� �t�e�m�p�o�r�e�l�l�e�s� � �e�t� �s�p�a�t�i�a�l�e�s� �d�e�s� �(�I�V�.�2�.�a�-�f�)�,� �o�n� �o�b�t�i�e�n�t�u�n

�s�y�s�t�è�m�e� �a�l�g�é�b�r�i�q�u�e� �n�o�n� �l�i�n�é�a�i�r�e� �r�é�s�u�l�t�a�n�t� �d�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �a�u�x� �d�i�f�f�é�r�e�n�c�e�s� �f�i�n�i�e�s�,� �a�c�c�o�m�p�a�g�n�é

�d�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �a�u�x� �l�i�m�i�t�e�s�,�q�u�i�e�s�t� �r�é�s�o�l�u� �p�a�r� �u�n� �p�r�o�c�e�s�s�u�s� �i�t�é�r�a�t�i�f� �d�é�j�à� �u�t�i�l�i�s�é� �p�a�r� �F�o�r�t�i�n�[�5�6�]�,

�B�e�g�i�s�[�5�7�]� �e�t� �P�e�y�r�e�t� �e�t� �C�h�i�l�d�r�e�s�s� �[�5�8�]�.

�P�a�r� �u�n� �s�o�u�c�i� �d�e� �c�o�m�m�o�d�i�t�é� �d�e� �n�o�t�a�t�i�o�n�,� �n�o�u�s� �a�v�o�n�s� �i�n�t�r�o�d�u�i�t� �l�e�s� �s�y�m�b�o�l�e�s�h�u �, �h�v �, �h�w �, �h�P�, �hðQ

�e�t �h�C �r�e�p�r�é�s�e�n�t�a�n�t� �l�e�s� �v�a�l�e�u�r�s� �d�e�s� �i�n�c�o�n�n�u�e�s� �d�a�n�s� �l�e�s� �p�o�s�i�t�i�o�n�s� �d�o�n�n�é�e�s� �d�a�n�s� �l�a� �m�a�i�l�l�e

�d�e� �M�.�A�.�C�,� �c�'�e�s�t�-�à�-�d�i�r�e� �: �n �1
�h �i�, �j �1�/ �2�u �uð+

ð+ð= �,
�n �1

�h �i �1�/ �2�, �j �1�/ �2�v �vð+
ð+ ð+ð= �, �n �1

�h �i �1�/ �2�, �j�w �wð+
ð+ð= �,

�n �1
�h �i �1�/ �2�, �j �1�/ �2

ð+
ð+ ð+ðQ ð= ðQ �,

�n �1
�h �i �1�/ �2�, �j �1�/ �2�C �Cð+

ð+ ð+ð= �e�t �n �1
�h �i�, �j�P �Pð+ð=

�L�e� �s�y�s�t�è�m�e� �d ��é�q�u�a�t�i�o�n� �d�i�s�c�r�é�t�i�s�é� �r�é�s�u�l�t�a�n�t� �e�s�t� �m�i�s� �s�o�u�s� �l�a� �f�o�r�m�e� �s�y�m�b�o�l�i�q�u�e� �s�i�m�p�l�e� �s�u�i�v�a�n�t�e�:

ð( ð)
ð( ð)
ð( ð)

ð( ð)
ð( ð)
ð( ð)

�u �h �h �h �h �h �h

�v �h �h �h

�w �h �h �h

�h �h �h

�h �h �h

�C �h �h �h

�L �u �, �v �, �w �, �P �, �, �C �0

�L �u �, �v �, �w �0

�L �u �, �w �, �P �0

�D � �u �, �w �, �p �0

�L �u �, �w �, �0

�L �u �, �w �, �C �0
ðq

ðQ ð=ðì
ðï

ð=ðï
ðï ð=ðï
ðí

ð=ðï
ðï ðq ð=ðï
ðï ð=ðî

�(�I�V�.�3�)

�O�ù �u �v �w�L �, �L �, �L �, �D�, �LðQ�e�t �C�L �s�o�n�t� �l�e�s� �o�p�é�r�a�t�e�u�r�s� �d�e� �d�i�f�f�é�r�e�n�c�e�s� �r�e�l�a�t�i�f�s� �a�u� �s�y�s�t�è�m�e� �d ��é�q�u�a�t�i�o�n�s

�c�o�r�r�e�s�p�o�n�d�a�n�t� �r�e�s�p�e�c�t�i�v�e�m�e�n�t� �a�u�x� �v�a�r�i�a�b�l�e�s� �d�u� �p�r�o�b�l�è�m�e� �u�,� �v�,� �w�,�P�,ðQ�e�t� �C�. �C�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s

�s�o�n�t� �a�p�p�l�i�q�u�é�e�s� �s�u�r� �t�o�u�s� �l�e�s� �p�o�i�n�t�s� �d�e� �l�a� �g�r�i�l�l�e�M�A�C� �q�u�i� �s�u�p�p�o�r�t�e�n�t� �l ��é�c�o�u�l�e�m�e�n�t�.

�L�e� �p�r�i�n�c�i�p�e� �d�e� �c�e�t�t�e� �m�é�t�h�o�d�e� �e�s�t� �d�e� �c�o�r�r�i�g�e�r� �p�e�t�i�t� �à� �p�e�t�i�t� �l�e�s� �v�a�l�e�u�r�s� �e�s�t�i�m�é�e�s� �d�e�s

�c�h�a�m�p�s�u�,� �v�,� �w�,�P�,ðQ�e�t� �C� � �d�a�n�s� �c�h�a�q�u�e� �i�t�é�r�a�t�i�o�n� �j�u�s�q�u ��à� �o�b�t�e�n�i�r� �d�e�s� �s�o�l�u�t�i�o�n�s� �d�u� �p�r�o�b�l�è�m�e� �à

�u�n�e� �c�e�r�t�a�i�n�e�v�a�l�e�u�r� �d�e� �r�é�s�i�d�u� �p�r�é�d�é�f�i�n�i�a�n�t�é�r�i�e�u�r�e�m�e�n�t� �p�a�r� �l�e� �c�r�i�t�è�r�e� �d�e� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e�.
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�6�3

�L�e�s� �v�a�r�i�a�t�i�o�n�s� �b�r�u�t�a�l�e�s� �d�e�s� �v�a�r�i�a�b�l�e�s�,�q�u�i� �s�o�n�t� �e�n�g�e�n�d�r�é�e�s� �a�u� �c�o�u�r�s� �d�e�s� �p�r�e�m�i�è�r�e�s� �i�t�é�r�a�t�i�o�n�s

�s�o�n�t� �t�r�è�s� �d�é�s�t�a�b�i�l�i�s�a�n�t�e�s�.� �D�a�n�s� �l�e� �b�u�t� �d�e� �r�é�d�u�i�r�e� �l�e�s� �a�m�p�l�i�t�u�d�e�s� �d�e�s� �v�a�r�i�a�t�i�o�n�s�,� �d�e�s� �s�o�u�s

�r�e�l�a�x�a�t�i�o�n�s� �r�é�g�u�l�i�è�r�e�s� �o�n�t� �é�t�é� �u�t�i�l�i�s�é�e�s� �p�o�u�r� �l�e�s� �v�a�r�i�a�b�l�e�s� �à� �l ��i�n�t�é�r�i�e�u�r� �d ��u�n� �p�a�s� �d�e� �t�e�m�p�s�.

�S�iðn�e�t� �l ��i�n�d�i�c�e� �d�e� �l ��i�t�é�r�a�t�i�o�n�,� �l�e� �s�y�s�t�è�m�e� �(�I�V�.�3�) �e�s�t� �d�é�f�i�n�i� �a�l�o�r�s� �p�a�r� �l�e� �s�y�s�t�è�m�e� �d ��é�q�u�a�t�i�o�n�s

�s�u�i�v�a�n�t�e�s�:

ð( ð)
ð( ð)
ð( ð)

ð( ð)
ð( ð)

�h �h �h �h �h

�h �h

�h �h �h

�h �h

�h �h �h

�h �h

�1

�h �h �u �h

�1 �1

�h �h �v �h

�1 �1

�h �h �w

�1 �1 �1

�h �h

�1 �1 �1

�h �h �c

�1 �1 �1

�h �h �c

�u � �- �u � �K�L �u �, �v �, �w �, �P �, �, �C �0

�v � �- �v � �K�L �u �, �v �, �w � � � �0

�w �- �w �K�L �u �, �w �, �P � � � �=� �0

�- �D �u �, �w � � � � � � � � �0

�- � � � �L �u �, �w �, � � �=�0

�C �- � � � �C �L �u �, �w

ðnð+ ðn ðn ðn ðn ðn ðn ðn

ðnð+ ðn ðnð+ ðn ðn

ðnð+ ðn ðnð+ ðn ðn

ðnð+ ðn ðnð+ ðnð+

ðnð+ ðn ðnð+ ðnð+ ðn

ðnð+ ðn ðnð+ ðnð+

ð+ ðQ ð=

ð+ ð=

ð+

ðP ðP ð+ ðb ð=

ðQ ðQ ð+ ðc ðQ

ð+ ðwð( ð)
�h

�, �C � � �=�0ðn

ðì
ðï
ðï
ðï
ðïðï
ðí
ðï
ðï
ðï
ðï
ðïðî

�(�I�V�.�4�)

�O�ù�l�e�s�c�o�e�f�f�i�c�i�e�n�t�s�d�e� �s�o�u�s� �r�e�l�a�x�a�t�i�o�n� �s�o�n�t� �c�h�o�i�s�i�s� �t�e�l� �q�u�e�:

�0 �1

�0 �1

�0 �1

�0 �1

ð< ð<

ð< ð<

ð< ð<

ð< ð<

�K

ðb
ðc
ðw

�L�e�s� �c�o�e�f�f�i�c�i�e�n�t�s�, �, �,�K ðb ðc ðw�,� �s�o�n�t� �d�e�s� �p�a�r�a�m�è�t�r�e�s� �q�u�i� �d�o�i�v�e�n�t� �ê�t�r�e� �c�h�o�i�s�i�s� �d�e� �f�a�ç�o�n� �à� �a�s�s�u�r�e�r� �l�a

�c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e� �d�u� �s�y�s�t�è�m�e� �(�I�V�.�4�)�.�P�o�u�r� �c�e�l�a� �i�l� �e�s�t� �n�é�c�e�s�s�a�i�r�e� �d ��é�t�u�d�i�e�r� �l�e�s�c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �d�e� �l�a

�s�t�a�b�i�l�i�t�é� �d�u� �s�y�s�t�è�m�e� �d ��é�q�u�a�t�i�o�n�s� �(�I�V�.�4�)�,�d�o�n�t� �l�e�q�u�e�l� �l ��i�n�d�i�c�e� �d ��i�t�é�r�a�t�i�o�n�½�e�s�t� �i�d�e�n�t�i�q�u�e� �à

�l ��i�n�d�i�c�e� �d�e� �v�a�r�i�a�t�i�o�n� �e�n� �p�a�s� �d�e� �t�e�m�p�s� �n�,� �c�e� �q�u�i� �r�e�n�d� �l�e� �s�y�s�t�è�m�e� �é�v�o�l�u�t�i�f� �d�a�n�s� �l�e� �t�e�m�p�s� �(�½�)�.

�I�V�.�8�.� �S�t�a�b�i�l�i�t�é� � �e�t� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e� �d�e� �l�a� �m�é�t�h�o�d�e� �n�u�m�é�r�i�q�u�e

�P�o�u�r� �n�o�t�r�e� �c�a�s�,� �o�n� �a� �u�t�i�l�i�s�é� �l�e�s� �r�é�s�u�l�t�a�t�s� �d�e� �l ��é�t�u�d�e� �d�e� �l�a� �s�t�a�b�i�l�i�t�é� �d�o�n�n�é�e� �p�a�r� �R�.�P�e�y�r�e�t�[�5�8�]

�(�1�9�7�6�)�e�t� �r�e�p�r�i�s� �p�a�r� �A�.�B�o�u�h�a�n�a�[�5�9�]� �1�9�8�2�.�L�a� �c�o�n�d�i�t�i�o�n� �d�e� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e� �e�s�t� �a�s�s�u�r�é�e

�s�e�u�l�e�m�e�n�t�,� �s�i� �l�e� �r�a�y�o�n� �s�p�e�c�t�r�a�l� �d�e� �l�a� �m�a�t�r�i�c�e� �d ��a�m�p�l�i�f�i�c�a�t�i�o�n� �r�e�l�a�t�i�v�e� �a�u� �s�y�s�t�è�m�e� �s�i�m�p�l�i�f�i�é�,� �n�e

�d�é�p�a�s�s�e� �p�a�s� �l ��u�n�i�t�é�.� �C�e�l�a� �c�o�n�d�u�i�t� �a�u�x� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �d�e� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e� �s�u�i�v�a�n�t�e�s� �;

�L�e�s� �c�o�n�d�i�t�i�o�n�s� �d�e� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e� �s�o�n�t� �a�l�o�r�s� �:
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�2

�2

�K �0�, �0�, �0

�2 �1 �h
�1

�T�a �4�K�h

�2 �1 �h
�1

�T�a�P�e �4�K�h

ðb ðcðì
ðï
ðï
ðï ðæ ðöðcðï ð+ ð+ ðbðç ð÷ðí ðç ð÷

ðè ðøðï
ðï ðæ ðöðcðï ð+ðç ð÷ðç ð÷ðï ðè ðøðî

ðf ðf ðf

ðp

ðp

�(�I�V�.�5�)

�L�e�s� �v�a�l�e�u�r�s� �s�o�n�t� �d�é�t�e�r�m�i�n�é�e�s� �p�a�r� �d�e�s� �t�e�s�t�s� �n�u�m�é�r�i�q�u�e�s�.� �P�o�u�r� �d�e�s� �v�a�l�e�u�r�s�d�e �, �,�K ðb ðc�,� �l�a

�m�e�i�l�l�e�u�r�e� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e� �e�s�t� �o�b�t�e�n�u�e� �a�v�e�c� �u�n�e� �v�a�l�e�u�r� �d�e�² �p�r�o�c�h�e� �d�u� �m�a�x�i�m�u�m� �p�e�r�m�i�s� �p�a�r

�l ��é�q�u�a�t�i�o�n�.

�P�o�u�r� �a�m�é�l�i�o�r�e�r�l�a� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e�,� �l�e� �p�r�o�c�é�d�é� �d�é�c�r�i�t� �p�r�é�c�é�d�e�m�m�e�n�t� �a� �é�t�é� �m�o�d�i�f�i�é� �p�a�r� �l ��u�t�i�l�i�s�a�t�i�o�n

�d�e� �l�a� �t�e�c�h�n�i�q�u�e� �d�e� �G�a�u�s�s�- �S�e�i�d�e�l� �q�u�i� �c�o�n�s�i�s�t�e� �à� �u�t�i�l�i�s�e�r� �d�a�n�s� �c�h�a�c�u�n�e� �d�e�s�r�e�l�a�x�a�t�i�o�n�s�l�e�s

�v�a�l�e�u�r�s� �d�e�s� �i�n�c�o�n�n�u�e�s� �c�o�r�r�e�s�p�o�n�d�a�n�t� �à� �l ��i�t�é�r�a�t�i�o�n� �(�½�+�1�)� �d�é�s� �q�u ��e�l�l�e�s� �s�o�n�t� �c�a�l�c�u�l�é�e�s�.

�A�f�i�n� �d�e� �l�i�m�i�t�e�r� �l�e� �n�o�m�b�r�e� �d ��i�t�é�r�a�t�i�o�n�s� �e�t� �p�a�r� �c�o�n�s�é�q�u�e�n�t� �l�e� �t�e�m�p�s� �d�e� �c�a�l�c�u�l�,� �o�n� �i�m�p�o�s�e� �q�u�e� �l�a

�c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e� �d�u� �p�r�o�c�é�d�é� �i�t�é�r�a�t�i�f� �s�o�i�t� �o�b�t�e�n�u�e� �q�u�a�n�d� �:

ð( ð)�u �v �w �C�M�a�x �L �, �L �, �L �, �D �, �L �, �LðQ ð< ðe

�D�a�n�s� �n�o�t�r�e� �c�a�s�,� �l�e�s� �e�r�r�e�u�r�s� �d�e� �t�r�o�n�c�a�t�u�r�e� �s�o�n�t� �e�s�t�i�m�é�e�s� �à�0�(�h
�2
�,� �k

�2
�)� �p�o�u�r� �l�e� �p�a�s� �d�e� �t�e�m�p�s

�k�=�1�/�6�4� �e�t� �l�e�s� �d�i�f�f�é�r�e�n�t�s� �p�a�s� �d�e� �l ��e�s�p�a�c�e�.� �L�e�s� �v�a�l�e�u�r�s� �d�e�µ� �s�o�n�t� �d�e� �l ��o�r�d�r�e� �d�e� �h
�2
�(�µ�=�1�0�-�5�)�.

�D�a�n�s� �l�a� �f�i�g�u�r�e�(�I�V�.�8�)�,� �i�l� �e�s�t� �e�x�p�o�s�é� �l ��o�r�g�a�n�i�g�r�a�m�m�e� �d�u� �p�r�o�c�e�s�s�u�s� �i�t�é�r�a�t�i�f� �u�t�i�l�i�s�é� �p�o�u�r

�r�é�s�o�u�d�r�e� �l�e� �s�y�s�t�è�m�e� �d ��é�q�u�a�t�i�o�n�s�.

�Q
�m�a�x

�e�t� �Q
�m�i�n

�:� �d�é�l�i�m�i�t�e�n�t� �l�e� �d�o�m�a�i�n�e� �o�ù� �l ��o�n� �c�h�e�r�c�h�e� �l�a� �v�a�l�e�u�r� �o�p�t�i�m�a�l�e� �d�e�Ç� �q�u�i� �a�s�s�u�r�e� �l�a

�b�o�n�n�e� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e�.

�N�H�H� �:� �r�e�p�r�é�s�e�n�t�e� �l�e� �n�o�m�b�r�e� �m�a�x�i�m�u�m� �d ��i�t�é�r�a�t�i�o�n� �d�e�m�a�n�d�é�.

�N�N�H� �:� �r�e�p�r�é�s�e�n�t�e� �l�e� �n�o�m�b�r�e� �m�a�x�i�m�u�m� �d�e� �p�a�s� �e�n� �t�e�m�p�s� �d�e�m�a�n�d�é�.

�K� �:� �c�o�m�p�t�e�u�r� �d�e�s� �i�t�é�r�a�t�i�o�n�s� �e�f�f�e�c�t�u�é�e�s� �d�a�n�s� �l�e� �t�e�m�p�s�.

�G� �:� �c�o�m�p�t�e�u�r� �d�e�s� �i�t�é�r�a�t�i�o�n�s� �e�f�f�e�c�t�u�é�e�s� �p�o�u�r� �l�a� �c�o�n�v�e�r�g�e�n�c�e�.

�Y� �:� �l�e� �m�a�x�i�m�u�m� �e�n�t�r�e� �l�e�s� �o�p�é�r�a�t�e�u�r�s� �L
�U
�,�L

�V
�,�L

�W
�,� �D�,� �L

�˜
�e�t� �L

�C

�L ��i�n�s�t�r�u�c�t�i�o�n� �T�r�a�n�s�f�e�r�t� �e�s�t� �u�n�e� �s�i�m�p�l�e� �a�f�f�e�c�t�a�t�i�o�n� �d�e�s� �é�l�é�m�e�n�t�s� �d�e�s� �m�a�t�r�i�c�e�s� �U
�1
�,�V�1�,�W�1

�,�P
�1
�,�˜

�1

�e�t� �C
�1
�r�e�s�p�e�c�t�i�v�e�m�e�n�t� �d�a�n�s� �l�e�s� �m�a�t�r�i�c�e�s� �U

�0
�,�V

�1
�,�W

�0
�,�P

�0
�,�˜

�0
�e�t� �C

�0
�p�o�u�r� �l�e�s� �r�e�m�p�l�i�r� �a�u� �p�r�o�c�h�a�i�n

�p�l�a�n� �d�u� �t�e�m�p�s�.
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�0 �m�a�x �m�i�n
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�C �,�Q �,�Q �,�N�N�H�,�N�H�H�,�T�a�,�P�r�,�S�c

ðD ðD ðD ðQ

�k�=�1�,� �p�l�a�n� �i�n�i�t�i�a�l

�G�=�1�,� �d�é�b�u�t� �d�e�s� �i�t�é�r�a�t�i�o�n�s

�m�i�n�Q �Qð=

�Y�=�0

�1 �1 �1 �1 �1 �1�u �, �v �, �w �, �P �, �, �C �, �YðQ

�I�n�i�t�i�a�l�i�s�a�t�i�o�n� �d�e�s� �g�r�a�n�d�e�u�r�s
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V.1. Introduction 

Ce chapitre est consacré à l’analyse des résultats obtenus analytiquement et 

numériquement, sur l’influence d’un champ magnétique externe sur le transfert de chaleur et 

de masse d’un fluide visqueux incompressible, électriquement conducteur, dans un espace 

annulaire horizontal, soumis à des conditions aux limites de type Dirichlet (concentration et 

température constantes). Les effets des paramètres de contrôle du problème, à savoir le 

nombre de Hartmann Ha, le nombre de Taylor et le nombre d’Eckert sur la structure de 

l’écoulement ont été aussi discutés. 

 
V.2. Etude de densité de maillage 
 

Pour assuré des résultats numériques plus fiable, on commence par examiner l’effet du 

maillage sur la solution numérique, et déduire la qualité de l’approximation du solution. 

Pour étudier l’influence du maillage sur les résultats numériques, on a procédé aux choix de la 

maille indépendante qui a été obtenu  en utilisant quatre  mailles de taille  différentes  tel que : 

(16x16) ; (32x32) ;  (48x48) ; (64x64) suivant les directions r et z. La figure (IV.1) montre 

l’effet du maillage sur  le profile radial de la composante azimutal de la vitesse au milieu de 

l’espace annulaire.  On remarque que les profils de vitesse présentent une grande similitude 

entre eux Néanmoins il faut noter que les courbes correspondant aux pas 1/48 et 1/64 sont 

assez proches entre elles par rapport à celles du pas 1/16.  

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,0
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Figure. V.1: Influence du maillage sur le profil radial de la vitesse azimutal pour 
�� =0.5, Ta=20,Ec=0, Ha=0,z*=7. 
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Le tableau IV.2 montre l’effet du maillage sur la précision du code numérique utilisé  pour les 

conditions  suivantes, Ha=2, Ec = 0.5, Ta=20. Les résultats indiquent que pour un maillage 

d’ordre 48×48 la solution a convergé vers des résultats à peu près constants. Augmenter le 

maillage jusqu’à 64×64 ne change pratiquement pas les résultats obtenus pour, Nu et Sh mais, 

par contre augmente considérablement le temps de calcul. 

En plus ce maillage permet l’utilisation du schéma numérique pour des valeurs du nombre de 

Hartmann  élevées. On a constaté que la taille de la maille (48x48) est suffisante pour assurer 

une bonne résolution du problème étudié. Ce qui nous avons conduit à l’utiliser pour notre 

étude. 

 
 
 

Pas=1/16 Pas=1/32 Pas=1/48 Pas=1/64 

 
Nui 

 

1,43014 1,43911 1,44101 1,44113 

 
Nue 

 

0,71957 0,72099 0,72122 0,72123 

 
Shi 

 

2,17897 2,16583 2,16366 2,15858 

 
She 

 

0,11598 0,11222 0,11107 0,11261 

 

Tableau V.1 : Effet du maillage sur la précision des résultats pour Ha=2, Ec = 0, Ta=20 

 

Ces résultats montrent que le maillage régulier de  pas 48×48 est suffisant pour assurer une 

bonne résolution spatiale  du problème. 
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V.3. Validation des modèles numériques 

Afin de tester la validité des résultats numériques obtenus, nous avons effectué des 

calculs par rapport au champ dynamique de l’écoulement pour le régime d’écoulement Taylor 

Vortex Flow (TVF), sous des conditions qui se rapprochent respectivement de celles utilisées 

par Dong Liu et al [60] et Abcha et al [61]. 

Dong Liu et al [60]  ont étudié expérimentalement la  stabilité de l’écoulement  de Taylor-

Couette avec un gradient radial de la température.  Le dispositif expérimental utilisé  est  un 

Digital Particle Image Velocimetry (DPIV) ils ont considéré quatre modèles du cylindre 

externe sans et avec différents nombres des  ailettes (6, 9 et 18), le rapport des rayons et 

d'aspect de chaque modèles étaient 0.825 et 48, respectivement.  

La comparaison a porté sur les résultats expérimentaux de l’évolution du champ de la vortcité 

sur le plan radial-axial (r,z) à Re=115,  sans la présence du gradient de température  et avec un 

modèle du cylindre extérieur sans ailettes. La figure IV.2  montre une  bonne concordance 

entre résultats de l’étude actuelle et ceux de  Dong Liu et al [60]   

Abcha et al [61] ont  adapté la technique de vélocimétrie par imagerie de particules (PIV) au 

système Couette-Taylor afin de mesurer les profils des vitesses axiales et radiales, des champs 

de la vortcité et leur dépendance spatio-temporelle. 

Les figures (IV. 3) et (IV. 4), représentent les résultats numériques obtenu en utilisant notre 

code de calcul et ceux obtenus par Abcha et al [61] relatifs à la distribution des composantes 

radiale et axiale de la vitesse, respectivement,  ceci pour  des positions radiale et axiale 

données. La comparaison indique une bonne concordance. 
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��
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��

��
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������������������(a)��

��

                                                                               (b) 

Figure V.2 : Champ de vorticité à Re=115 /Régime TVF, (a) résultats expérimentaux d’après 
Dong Liu et al [60], b) résultats de notre simulation numérique 
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(a)                                                                                      (b) 
 
Figure V.3: Composante radiale du profil de la vitesse à Re=125 /Régime TVF, (a) résultats 

expérimentaux d’après Abcha et al [61], b) résultats de notre simulation numérique 
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(a)                                                                                   (b) 
 

Figure V.4 : Composante axiale du profil de la vitesse à Re=125 /Régime TVF résultats 
expérimentaux d’après Abcha et al [61], b) résultats de notre simulation 

 

V.4.Influence du champ magnétique sur le champ dynamique 

Lorsque la rotation du cylindre intérieur atteint  une valeur critique (Tac= 70), on observe dans 

l’espace annulaire un écoulement secondaire sous forme de rouleaux toroïdaux contra-rotatifs. 

En effet, en raison de la rotation du fluide et de la force centrifuge qu'elle crée, une dépression 

apparaît au voisinage de la paroi du cylindre intérieur à faible valeur de pression statique .Par 

contre au voisinage de la paroi du cylindre extérieur, une forte valeur de pression statique est 

obtenue. Cette dépression est due à la circulation contrarotative des particules pour chaque 

paire de cellules voisines. 

L'application d'un champ magnétique constant dans la direction axiale du système permet 
d'agir sur la dynamique de l’écoulement entre les cylindres coaxiaux d'un fluide visqueux 
électriquement conducteur dans la limite de faibles  nombre de Prandtl . 

Nous avons représenté les profils radiaux des vitesses pour différents nombres d’Hartmann au 

milieu de l’entrefer (Figures V. 5, V. 6 et V. 7).   
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Figure V.5: Profile de  la vitesse radiale  à différents nombres de Hartamnn, Ta/Tac = 1,43 et 
z/d=7 
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Figure V. 6: Profile de  la vitesse azimutale  à différents nombres de Hartamnn, Ta/Tac = 1,43 
et z/d=7 
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Figure V. 7: Profile de  la vitesse axiale à différents nombres de Hartamnn, Ta/Tac = 1,43 et 

z/d=7 
��
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Figure V.8: Profile de  la pression à différents nombres de Hartamnn, Ta/Tac = 1,43 et z/d=7 
 

Les Figures (IV. 5, IV. 6 et IV. 7) montrent la variation de la vitesse radiale U, azimutale V et 

axiale W en fonction de nombres de Hartmann��  

Dans la partie centrale, nous constatons que les vitesses diminuent lorsque le champ 

magnétique augmente. Ceci s’explique par le cisaillement vertical qui se produit dans les 

composantes U et V de la vitesse, produisant des courants qui conjointement avec le champ 

axial génèrent des forces de volume (force de Lorentz) agissant contre les cisaillements. 

L’atténuation de l’écoulement radial et axial dans la partie centrale réduit la vitesse radiale et 
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axiale. Par conséquent et en raison de la  conservation de la masse, la vitesse azimutale est 

également réduite. 

Le gradient de pression est dominant (Figure V. 78) ce qui traduit la suppression des 

oscillations des  instabilités d’où la formation des tourbillons est diminuée. 

Nous avons également représenté sur les figures (V. 9, V. 10 et V. 11), les champs des 

vitesses pour différents nombres de Hartmann respectivement. Ces figures montrent que 

l’écoulement subit en général un amortissement dès lors qu’on applique un champ 

magnétique. Celui-ci est plus important au centre que sur les parois de la conduite. Cela 

provoque l’apparition de fines couches où le gradient de vitesse est très élevé. Celles-ci sont 

appelées couches limites de Hartmann (Kakarantzas et al [62]). Notons que, pour une intensité 

du champ magnétique Ha > 10, l’écoulement est complètement  ralenti à cause de la forte 

dominance des forces électromagnétiques (les forces de Lorentz) 

 
V.4.1 Le  champ de la vitesse radiale 

 

 

 

 

             

Figure V. 9 : Contours de la vitesse radiale à différents  nombres de Hartmann à Ta = 100. 
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V.4.2 Le  champ de la Vitesse azimutale 

 

 

 

 

            

Figure V. 10: Contours de la vitesse azimutale à différents  nombres de Hartmann  
à Ta = 100. 

 
 

V.4.3 Le  champ de la vitesse axiale 
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Figure V. 11: Contours de la vitesse axiale à différents  nombres de Hartmann à Ta = 100. 

V.4.4 Le champ de Pression 

 

 

 

 

           

Figure V. 12 : Le champ de pression à différents  nombres de Hartmann à Ta = 100. 
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La représentation des contours de la pression en fonction de nombre de Hartmann est  

schématisée dans la figure V. 12 L’analyse du champ de pression en absence du champ 

magnétique indique l'apparition des zones de surpression et de dépression sur les cylindres 

intérieur et extérieur, ceci est dû à la circulation contrarotative des particules pour chaque 

paire de cellules voisines. Au fur et à mesure que l’intensité du champ magnétique augmente, 

jusqu'à la valeur maximale considérée dans cette étude Ha=50, on observe des modifications 

importantes sur la forme des cellules et la répartition de la pression statique. Il apparaît que la 

pression est également réduite et converge rapidement vers une valeur asymptotique le long 

de la direction du champ magnétique. 

V.3.5 Les lignes de courants 

 

 

 

 
 

Figure V. 13 : Influence du champ magnétique sur les lignes de courant pour, Ta=100 
 
 
Une coupe  horizontale de la fonction de courant est représentée dans la figure V. 13 pour Ta 

= 100 et Ha = 0, 5, 10 et 50. Les contours rouges et bleus représentent les circulations dans le 

sens horaire et anti-horaire, respectivement. En absence du champ magnétique, on observe un 

écoulement secondaire sous forme de rouleaux toroïdaux contra-rotatifs, crées par  la rotation 

du cylindre intérieur se faisant avec une valeur supérieure à celle du nombre de Taylor 

critique. Les tourbillons formés dans les parties  supérieure et inférieure sont affectés par les 
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parois d'extrémité et elles sont plus grandes que les tourbillons qui sont adjacentes au plan 

médian. Lorsque le champ magnétique est appliqué à Ha = 20, la force de Lorentz réduit 

l’écoulement secondaire par la suppression progressive des cellules du milieu de l’espace 

annulaire  au fur et à mesure que l’intensité du champ augmente, ce qui a pour effet de  

stabiliser l’écoulement. Lorsque  le nombre de Hartmann augmente à Ha=50, les cellules sont  

détruites  et  déplacées à proximité du cylindre intérieur.  

V.5 comparaison entres les résultats analytiques et numériques
   

La comparaison entre les résultats numériques  et analytiques obtenus  par développement 

limité des fonctions de Bessel modifiées de premier ordre avec un terme, deux termes et trois 

ont été présentés pour  les faibles valeurs  de nombre de Hartmann (Ha��1). Voir figures V.14  

et V.15   

V.5.1 Effet de l’ordre de développement des fonctions de Bessel sur le profil de 

température 
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 Figure V.14 : L’effet de l’ordre de développement des fonctions de Bessel sur la distribution 
de la température, pour Ha= 0.5, �� = 0.5, Pr = 0.02, Ec=0.5. 

A partir de la figure V.14 on remarque que les résultats analytiques pour les trois cas de 

développement limité de fonctions de Bessel modifiées avec un, deux et trois termes 

coïncident bien avec les résultats numériques pour de faibles  nombre de Hartmann Ha = 0,5. 
��
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V.5.2 Effet de l’ordre de développement des fonctions de Bessel sur le nombre de Nusselt 
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Figure V.15 : L’effet de l’ordre de développement des fonctions de Bessel sur le nombre de 
Nusselt moyen,  surfaces de cylindres intérieur (a)  et extérieur (b)  en fonction  de nombre de 

Hartmann, pour �� = 0.5, Pr = 0.02, Ec=0.5. 

Comme on peut le remarquer sur la figure V.15, que ce soit pour le nombre de Nusselt moyen 

sur les surfaces de cylindres intérieur et extérieur en fonction de nombre Hartmann, l'approche 

analytique correspondant à l'approximation avec trois termes est plus près de l'approche 

numérique. Par conséquence, les prochains résultats analytiques dans ce travail seront calculés 

par l’approximation avec  trois termes de fonctions de Bessel modifiées I1 et K1. 

De ces résultats, il faut noter que la différence dans les valeurs est due essentiellement aux 

hypothèses simplificatrices choisies dans l’approche analytique (la composante radiale et 

axiale de la vitesse est nulle dans l’étude analytique). 
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V.5.3 Effet du nombre de Hartmann  sur le profil de vitesse azimutale 
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Figure V.16 : Comparison des résultats anlytique et numérique de  profil  de vitesse,  
�� = 0.5, Ta=20,t*=120. 

V.5.4 Effet du nombre de Hartmann  sur le profil de température
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Figure V.17 : Comparison des résultats anlytique et numérique du  profile  de temperature, 
�� = 0.5, Ta=20, Pr = 0.02, Ec=0.0001, t*=120. 
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La vitesse et la température sont évaluées numériquement et analytiquement pour différentes 

valeurs du nombre de Hartmann sur les figures V.16 et V.17 respectivement. Cette 

comparaison entre les profils de vitesse et de température pour des faibles  valeurs de Ha, 

obtenus par ces deux méthodes différentes a conduit à un bon accord.   

On peut noter que le profile de la vitesse en l’absence du champ magnétique est quasi-

linéaire, en augmentant  le nombre de Hartmann Ha  on constate une nette diminution de la 

vitesse entre les deux cylindres, parce que la force centrifuge est contre productive et la force 

électromagnétique  de Lorentz joue le rôle d’un amortisseur dans l’écoulement. 

A partir de la figure V.17 on constate  que l'influence du champ magnétique est faible sur le 

profil radial de la température et quasiment  insignifiante pour la faible valeur de nombre de 

Prandtl (Pr=0,02) correspondant aux  métaux liquides. Il convient à noter que l'effet du champ 

magnétique sur la distribution de la température est négligeable, alors que les changements 

induits par le champ magnétique sur le gradient de température et par conséquent le nombre 

de Nusselt peuvent être considérables. 

V.6 Ecoulement de Couette circulaire avec un gradient radial de 

température  

V.6.1 Effet du nombre de Hartmann  sur le profil de température
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 Figure V.18 : Profile de temperature en fonction du nombre de Hartmann, pour �� = 
0.5, Ta=20, Pr = 0.02, Ec=0.5, t*=120.  
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Comme le montre la  figure V.18, le profile de température est similaire à celui 

représenté sur la figure V.17  Il est évident que l'effet de l’intensité de champ magnétique sur 

le profile radial de température est insignifiant. Ceci est valable pour le cas de faibles ou de 

grandes valeurs de  nombre de Hartmann.  Aussi, nous pouvons remarquer que le profil de 

température ne changent pas avec Ec = 0,5 et Ec = 0,0001, donc le nombre Eckert n'affectent 

pas la température pour Pr=0,02. 

V.6.2 L’effet de nombre  de Hartmann sur la distribution du nombre de Nusslet local 
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Figure V.19 : L’effet de nombre  de Hartmann sur la distribution du nombre de Nusslet local, 
le cylindre (a) intérieur et (b) extérieur, pour �� = 0.5, Pr = 0.02, Ec=0.5, t*=120  

 

La figure V.19 montre l’influence du nombre de Hartmann sur la distribution du nombre de 

Nusselt le long des surfaces  intérieures et extérieures de cylindres pour un nombre Ec=0.5. 

On constate que l’augmentation du nombre de Hartmann provoque une diminution 

progressive du nombre de Nusselt local sur les deux surfaces des cylindres. 

En fait, lorsque le nombre Eckert est considérable, la production de la  chaleur dans le fluide 

est importante  à cause de  la dissipation visqueuse, ce qui fait  augmenter la température du 

fluide dans l’espace annulaire. Cela va entrainer une diminution du gradient de température au 

voisinage du cylindre intérieur, et une augmentation du gradient de température au voisinage 

du cylindre extérieur. Une augmentation significative du nombre de Hartmann provoque une 

réduction de la force centrifuge, qui se traduit par une diminution progressive du nombre de 

Nusselt 

a�� b��



Chapitre V                                                                                               Résultats et discussion 

��

83��
��

L’analyse de la variation du nombre de Nusselt local sur le cylindre intérieur et extérieur pour 

Ec=0.5,  montre qu’il tend vers une valeur limite, cette  valeur est d’autant moins élevée que 

le nombre de Hartmann est grand.  

V. 6.3 L’effet du nombre  d’Eckert sur la distribution du nombre de Nusslet local 
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Figure V.20 : L’effet du nombre  d’Eckert sur la distribution du nombre de Nusslet local, le 
cylindre (a) intérieur et (b) extérieur, pour �� = 0.5, Pr = 0.02, Ha=0, t*=120.  

L’Effet du nombre Eckert sur la distribution du nombre de Nusselt local sur les cylindres 

intérieur et extérieur est présenté  sur  la Figure V.20, pour Ha = 0. Comme on peut le voir, En 

augmentant la valeur du nombre Eckert, le  transfert de chaleur dû à la dissipation visqueuse 

dans l'espace annulaire est amélioré, ce qui conduit à l'augmentation de la température 

moyenne du fluide au niveau de cette région, en particulier à proximité du cylindre intérieur et 

devient supérieure à celle imposée auparavant. Les températures  adimensionnelles des 

cylindres intérieur et extérieur sont maintenues à 1,0 et 0,0, respectivement. Il est évident 

qu’en augmentant la température moyenne du fluide dans l'espace annulaire, le taux de 

transfert de chaleur entre le fluide et le cylindre intérieur diminue en raison de la réduction de 

l’écart de température entre eux.  Contrairement à l'autre cas, le nombre de Nusselt local  sur 

le cylindre extérieur augmente au fur et  à mesure que le nombre Eckert augmente en raison 

de l'augmentation de la  différence entre   la température de fluide et  la température de 

cylindre extérieur. 
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V.6.4 L’effet du nombre  d’Eckert sur le nombre de  Nusslet moyen 
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Figure V.21: L’effet du nombre  d’Eckert sur le nombre de  Nusslet moyen, le cylindre (a) 
intérieur et (b) extérieur en fonction du nombre de Hartmann, pour �� = 0.5, Pr = 0.02, t*=120.  

De cette figure V.21, on peut noter que le nombre de Nusselt moyen sur le cylindre extérieur 

est inférieur au nombre de Nusselt moyen sur le cylindre intérieur, en raison que la vitesse et 

le gradient de température sont plus élevée dans le cylindre intérieur que dans le cylindre 

extérieur. Egalement, les résultats montrent l’influence de la dissipation visqueuse sur le taux 

de transfert de chaleur, le nombre de Nusselt moyen augmente avec l’augmentation du 

nombre Eckert sur le cylindre extérieur, mais il diminue avec l’augmentation du nombre 

Eckert sur le cylindre intérieur. Ainsi, si le nombre Eckert est grand, l'intensité du champ 

magnétique provoque une nette diminution du nombre de Nusselt moyen sur le cylindre 

intérieur et extérieur. Comme le nombre de Hartmann augmente et donc la puissance des 

forces de flottabilité diminue, le nombre de Nusselt moyen sur les deux surfaces tend à une 

valeur limite représentant l’établissement du régime thermique  qui reste pratiquement 

constante en fonction de nombre de Hartmann. 

V.7. Etude de l’influence du champ magnétique en régime transitoire     

Dans cette partie, certains résultats sont présentés dans les figures (V.22, V.23, V.24 et V.25)  

pour  différentes valeurs de temps adimensionnels pour la distribution de la vitesse et de la 

température dans l’espace annulaires        
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V.7. 1 Evolution de la vitesse azimutale au cours du temps     
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Figure V.22 : La distribution de la vitesse à différents temps pour (a) Ha = 2 and (b) Ha = 50 
pour z/d=7, Ta=20. 

 

        V.7.2 Evolution de la température au cours du temps     
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Figure V.23 : La distribution de la température à différents temps pour (a) Ha = 0.0 et (b) Ha 
= 50, pour z/d=7, Ta=20, Ec=0,Pr=0,02 
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Figure V.24 : La distribution de la température à différents temps pour (a) Ha = 2 et (b) Ha = 
50, pour z/d=7, Ta=20, Ec=0, Pr=1. 
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Figure V.25 : La distribution de la température à différents temps pour (a) Ha = 0.0 et (b) Ha 
= 50, pour z/d=7, Ta=20, Ec=0,Pr=7

��
A partir de la figure V.23, nous pouvons remarquer que pour une faible valeur de nombre de 

Prandtl (Pr = 0,02),  l’évolution suivant le  temps n'a pas une influence significatif sur la 

température, il atteint rapidement un état stable au point que nous ne pouvons pas remarquer 

la différence entre l’état de l’écoulement stationnaire  et instationnaire.
 Comme nous le savons, pour un fluide de grand nombre de Prandtl, le transfert de la quantité 

de mouvement est plus rapide que le transfert de chaleur. On peut le voir clairement sur les 

Figures  V.22 et V.25 où la distribution de la composante azimutale de la vitesse atteint un 

état d'équilibre plus rapidement que la température. On constate qu’Il n'y a pas beaucoup de  
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différence dans le profil de vitesse à t = 10 par rapport à t = 120, mais en comparant la 

distribution de la température à t = 10 avec des autres profils supérieures à t=10, indique que 

beaucoup plus de temps est encore nécessaire pour atteindre l'état d'équilibre. 

 

V.8 Ecoulement de Couette circulaire avec un gradient radial de 

concentration  

V.8.1  Effet du nombre de Hartmann  sur le profil de concentration
 ��

��

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

C
*

z/d

 Ha=0
 Ha=2
 Ha=4
 Ha=6
 Ha=8
 Ha=10

��
��
Figure V.26 :  La distibution de la concentration  en fonction du nombre de Hartmann, pour 

�� = 0.5, Ta=20, Pr = 0.02, Ec=0, t*=120, z/d=7. 

��

L’influence du nombre de Hartmann sur la concentration dans l’espace annulaire  est 

présentée sur  la figure. V.26, on constate que la concentration diminue à partir du cylindre 

intérieur où il est considéré comme étant une source de concentration, qui va  tendre vers une 

valeur presque nulle dans le cylindre extérieur. Comme on peut également le constater sur 

cette figure, pour un nombre de Hartmann croissant  la concentration diminue dans la cavité. 
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V.8.2  Effet du nombre de Hartmann  sur le nombre de Sherwood local
 ��
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Figure V.27 : L’effet du nombre  de Hartmann sur le nombre de  Sherwood local, le cylindre 
(a) intérieur et (b) extérieur en fonction du nombre de Hartmann, pour �� = 0.5, Sc=10, Ec=0, 

t*=120 

 
Le taux de transfert de masse à travers la cavité annulaire est étudié en utilisant le nombre de 

Sherwood local calculé dans les cylindres intérieur et extérieur, pour différents nombre 

Hartmann et  pour un nombre de  Schmidt Sc = 10 dans la figure V.27 

On peut remarquer que le taux de transfert de masse est supérieur sur le cylindre intérieur par 

rapport au cylindre extérieur, ce qui est raisonnable étant donné que la vitesse et le gradient de 

concentration sont supérieurs  dans le cylindre intérieur que dans le cylindre extérieur. Le 

nombre de Sherwood  sur la surface du cylindre extérieur  diminue avec la diminution de 

l’intensité du champ magnétique. Un autre point intéressant est le comportement inattendu du 

nombre de Sherwood locale avec l’augmentation du nombre de Hartmann, l'application d'un 

champ magnétique axial tend à augmenter  le transfert de masse sur le cylindre intérieur. 
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�d�o�m�i�n�a�n�c�e� �d�e�s� �f�o�r�c�e�s� �é�l�e�c�t�r�o�m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�s� �(�l�e�s� �f�o�r�c�e�s� �d�e� �L�o�r�e�n�t�z�)�.

�A�i�n�s�i� �l�e�s� �r�é�s�u�l�t�a�t�s� �m�o�n�t�r�e�n�t�q�u�e�l�e� �c�h�a�m�p� �d�e�v�i�t�e�s�s�e�e�t�d�e �c�o�n�c�e�n�t�r�a�t�i�o�n�d�i�m�i�n�u�e�d�a�n�s

�l�'�e�s�p�a�c�e� �a�n�n�u�l�a�i�r�e�a�v�e�c� �l�'�a�u�g�m�e�n�t�a�t�i�o�n�d�e�n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n�.�C�e�p�e�n�d�a�n�t�u�n�e� �a�u�g�m�e�n�t�a�t�i�o�n



�C�o�n�c�l�u�s�i�o�n� �g�é�n�é�r�a�l�e

�9�0

�d�u�n�o�m�b�r�e� �d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n�a� �u�n�e� �i�n�f�l�u�e�n�c�e� �i�n�s�i�g�n�i�f�i�a�n�t�e� �s�u�r� �l�e� �c�h�a�m�p� �d�e� �t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e�.�L�e�s� �e�f�f�e�t�s

�d�e� �l�'�i�n�t�e�n�s�i�t�é� �d�u� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�e�t� �l�e� �n�o�m�b�r�e�E�c�k�e�r�t�s�u�r�l�e� �n�o�m�b�r�e�d�e� �N�u�s�s�e�l�t�e�t� �d�e

�S�h�e�r�w�o�o�d�o�n�t� �é�t�é� �e�x�a�m�i�n�é�s�.�L�e� �n�o�m�b�r�e� �d�e� �N�u�s�s�e�l�t� �d�i�m�i�n�u�e� �a�u� �f�u�r� �e�t� �à� �m�e�s�u�r�e� �q�u�e� �l�e� �n�o�m�b�r�e

�d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n� �a�u�g�m�e�n�t�e�s�u�r�l�e�s� �d�e�u�x� �s�u�r�f�a�c�e�s�d�e�s� �c�y�l�i�n�d�r�e�s�i�n�t�é�r�i�e�u�r� �e�t� �e�x�t�é�r�i�e�u�r�.�E�n� �o�u�t�r�e�,�o�n

�r�e�m�a�r�q�u�e� �q�u�e�l�e� �n�o�m�b�r�e� �d�e� �N�u�s�s�e�l�t� �m�o�y�e�n� �a�u�g�m�e�n�t�e� �a�v�e�c� �l ��a�u�g�m�e�n�t�a�t�i�o�n� �d�u� �n�o�m�b�r�e� �E�c�k�e�r�t

�s�u�r�l�e� �c�y�l�i�n�d�r�e� �e�x�t�é�r�i�e�u�r�,� �m�a�i�s� �i�l� �d�i�m�i�n�u�e� �a�v�e�c� �l ��a�u�g�m�e�n�t�a�t�i�o�n� �d�u� �n�o�m�b�r�e� �E�c�k�e�r�t� �s�u�r� �l�e

�c�y�l�i�n�d�r�e� �i�n�t�é�r�i�e�u�r�.�L�'�a�p�p�l�i�c�a�t�i�o�n�d�'�u�n� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e�g�é�n�è�r�e�q�u�e�l�q�u�e�s� �c�h�a�n�g�e�m�e�n�t�s

�i�n�t�é�r�e�s�s�a�n�t�s� �d�a�n�s�l�e� �t�r�a�n�s�f�e�r�t� �d�e� �m�a�s�s�e�, �u�n�e�a�u�g�m�e�n�t�a�t�i�o�n�d�u� �n�o�m�b�r�e�d�e� �H�a�r�t�m�a�n�n�f�a�i�s

�d�i�m�i�n�u�e�r�l�e�n�o�m�b�r�e� �d�e� �S�h�e�r�w�o�o�d�s�u�r� �l�e� �c�y�l�i�n�d�r�e� �e�x�t�é�r�i�e�u�r�f�i�x�e�. �i�l� �a�m�é�l�i�o�r�e� �l�e� �t�r�a�n�s�f�e�r�t� �d�e

�m�a�t�i�è�r�e� �s�u�r� �l�e� �c�y�l�i�n�d�r�e� �i�n�t�é�r�i�e�u�r� �r�o�t�a�t�i�f�.

�E�n� �p�e�r�s�p�e�c�t�i�v�e�s�,� �n�o�u�s� �e�n�v�i�s�a�g�e�o�n�s� �d�e� �:

�-�C�o�m�p�l�é�t�e�r�l ��é�t�u�d�e� �p�a�r� �l�a� �c�o�n�s�i�d�é�r�a�t�i�o�n� �d�e� �l ��e�f�f�e�t� �d�e�l�a�g�r�a�v�i�t�é�s�u�r� �l�e� �t�r�a�n�s�f�e�r�t� �d�e� �c�h�a�l�e�u�r� �e�t� �d�e

�m�a�s�s�e

�-�E�t�u�d�i�e�r� �l ��e�f�f�e�t� �d�e� �l ��o�r�i�e�n�t�a�t�i�o�n� �d�u� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e

�-�M�e�n�e�r�u�n�e� �é�t�u�d�e� �e�x�p�é�r�i�m�e�n�t�a�l�e� �e�n� �u�t�i�l�i�s�a�n�t� �d�e�s� �t�e�c�h�n�i�q�u�e�s�d�e� �m�e�s�u�r�e� �(�P�I�V�,� �L�D�A�,� �l�a� �c�a�m�e�r�a
�I�R�)� �s�e�r�a�i�t� �i�n�t�é�r�e�s�s�a�n�t�e�.

�-�E�t�u�d�i�e�r� �l ��i�n�f�l�u�e�n�c�e� �d�u� �c�h�a�m�p� �m�a�g�n�é�t�i�q�u�e� �s�u�r� �l�e�s� �n�a�n�o� �f�l�u�i�d�e
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�A�n�n�e�x�e� �A

�R�a�p�p�e�l� �s�u�r� �l�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �e�t� �l�e�s� �é�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l

�L ��a�s�t�r�o�n�o�m�e�A�l�l�e�m�a�n�d�F�.� �W�.� �B�E�S�S�E�L�(�1�7�8�4�-�1�8�4�6�)� �e�s�t�c�o�n�n�u�p�o�u�r�c�e�s�t�r�a�v�a�u�x�s�u�r�l�e�s

�é�q�u�a�t�i�o�n�s�d�i�f�f�é�r�e�n�t�i�e�l�l�e�s� �q�u�i�p�o�r�t�e�n�t�s�o�n�n�o�m�e�t�s�u�r�l�a�p�r�e�m�i�è�r�e�é�t�u�d�e� �s�y�s�t�é�m�a�t�i�q�u�e�s� �d�e�s

�s�o�l�u�t�i�o�n�s� �g�é�n�é�r�a�l�e�s� �d�e� �c�e�t�t�e� �é�q�u�a�t�i�o�n� �(� �s�o�l�u�t�i�o�n�s� �a�p�p�e�l�é�e�s� �F�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �)�.�L�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s

�d�e� � �B�e�s�s�e�l� �s�o�n�t� � �a�s�s�o�c�i�é�e�s� � �à� � �d�e�s� �p�r�o�b�l�è�m�e�s� �p�o�s�s�é�d�a�n�t� �u�n�e� �s�y�m�é�t�r�i�e� �c�y�l�i�n�d�r�i�q�u�e� � �o�u� �s�p�h�é�r�i�q�u�e�.

�E�l�l�e�s� �i�n�t�e�r�v�i�e�n�n�e�n�t� �p�a�r� �e�x�e�m�p�l�e� �d�a�n�s� �l ��é�t�u�d�e� �d�e�s� �v�i�b�r�a�t�i�o�n�s� �d ��u�n�e� �m�e�m�b�r�a�n�e� � �c�i�r�c�u�l�a�i�r�e�,� �d�a�n�s

�l�a� � �p�r�o�p�a�g�a�t�i�o�n� � �d�e� � �l�a� � �l�u�m�i�è�r�e� � �d�a�n�s� � �u�n�e� � �f�i�b�r�e� �o�p�t�i�q�u�e� �c�y�l�i�n�d�r�i�q�u�e�,� �d�a�n�s� �l�a� �d�i�s�t�r�i�b�u�t�i�o�n� �d�e� �l�a

�t�e�m�p�é�r�a�t�u�r�e� � �d�a�n�s� � �u�n� � �c�y�l�i�n�d�r�e� � �c�i�r�c�u�l�a�i�r�e� � �e�t� � �d�a�n�s� � �d ��a�u�t�r�e�s� �d�o�m�a�i�n�e�s� �d�e� �l ��i�n�g�é�n�i�e�r�i�e� �e�t� �d�e� �l�a

�p�h�y�s�i�q�u�e�.� �C ��e�s�t� �p�o�u�r� �c�e�t�t�e� � �r�a�i�s�o�n� �q�u ��e�l�l�e�s�s�o�n�t� �é�g�a�l�e�m�e�n�t� �a�p�p�e�l�é�e�s�  ��f�o�n�c�t�i�o�n�s� �c�y�l�i�n�d�r�i�q�u�e�s ��.

�1�.� �F�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l�:

�L�e�s�f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e�B�e�s�s�e�l�s�o�n�t� �s�o�l�u�t�i�o�n�s� �d�e� �l ��é�q�u�a�t�i�o�n�d�i�f�f�é�r�e�n�t�i�e�l�l�e�l�i�n�é�a�i�r�e� �d�e� �s�e�c�o�n�d�o�r�d�r�e�:

�2 �2 �2�( �) �0�x �y �x�y �x �yðuð¢ð¢ ð¢ð+ ð+ ð- ð= �(�A�.�1�)

�O�ù �( �)�y �f �xð= �e�tðu�u�n�r�é�e�l�p�o�s�i�t�i�f�q�u�i� � �p�o�r�t�e� � �l�e� � �n�o�m� � �d ��é�q�u�a�t�i�o�n� �d�i�f�f�é�r�e�n�t�i�e�l�l�e� � �d�e�B�e�s�s�e�l

�d ��o�r�d�r�eðu�.
ð· �P�o�u�r� �d�e�s� �v�a�l�e�u�r�s�d�eðu�n�o�n� �e�n�t�i�è�r�e�s�,� �u�n�e� �s�o�l�u�t�i�o�n� �p�o�s�s�i�b�l�e� �d�e� �l ��é�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �e�s�t� �d�e

�l�a� �f�o�r�m�e�s�u�i�v�a�n�t�e�:

�( �) �( �) �( �)�y �x �A�J �x �B�J �xðu ðuð-ð= ð+

�O�ù

ð( ð)

�2

�0

�( �1�) �( �2�)
�( �)

�! �1

�k �k

�k

�x
�J �x

�k �k

ðu

ðu ðu

ð+ð¥

ð=

ð-
ð=

ðG ð+ ð+ðå �(�A�.�2�)

ð( ð)

�2

�0

�( �1�) �( �2�)
�( �)

�! �1

�k �k

�k

�x
�J �x

�k �k

ðu

ðu ðu

ð-ð¥

ð-
ð=

ð-
ð=

ðG ð- ð+ðå �(�A�.�3�)

�( �)�J �xðu �e�s�t�u�n�e� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�e� �B�e�s�s�e�l� �d�e� �p�r�e�m�i�è�r�e� �e�s�p�è�c�e� �e�t� �d ��o�r�d�r�eðu�e�t ð( ð)�1�k ðuðG ð+ ð+�e�s�t

�l�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� �g�a�m�m�a� �d�é�f�i�n�i�e� �c�o�m�m�e� �s�u�i�t�:

�1

�0

�( �) �p �x�p �x �e �d�x
ð¥

ð- ð-ðG ð=ðò



�A�n�n�e�x�e� �A

ð· �P�o�u�r �nðuð= �(�e�n�t�i�e�r�)�,� �l�e�s� �d�e�u�x� �s�o�l�u�t�i�o�n�s� �d�o�n�n�é�e�s� �a�u�x� �é�q�u�a�t�i�o�n�s�(�A�.�2�)�e�t�(�A�.�3�)�n�e� �s�o�n�t

�p�l�u�s� �i�n�d�é�p�e�n�d�a�n�t�e�s� �l ��u�n�e� �d�e� �l ��a�u�t�r�e�.� �E�l�l�e�s�o�b�é�i�s�s�e�n�t� �a�l�o�r�s� �à� �l�a� �r�e�l�a�t�i�o�n� �s�u�i�v�a�n�t�e�:

�( �) �( �1�) �( �)�n
�n �n�J �x �J �xð- ð= ð- �p�o�u�r� �n�=�0�,�1�,�2 & �(�A�.�4�)

�O�ù

ð( ð)

�2

�0

�( �1�) �( �2�)
�( �)

�! �!

�k �k �n

�n
�k

�x
�J �x

�k �n �k

ð+ð¥

ð=

ð-
ð=

ð+ðå �(�A�.�5�)

�U�n�e�a�u�t�r�e�s�o�l�u�t�i�o�n�p�o�s�s�i�b�l�e�p�o�u�r�l ��é�q�u�a�t�i�o�n�(�A�.�1�)� �(�é�q�u�a�t�i�o�n� �d�u� � �s�e�c�o�n�d� � �o�r�d�r�e�)�,�q�u�i�e�s�t

�é�g�a�l�e�m�e�n�t� �v�a�l�i�d�e� �l�o�r�s�q�u�eðu�e�s�t� �u�n� �e�n�t�i�e�r� �e�t�o�n� �a�:

�( �) �( �) �( �)�y �x �A�J �x �B�N �xðu ðuð= ð+ �(�A�.�6�)

�( �)�N �xðu �e�s�t�a�p�p�e�l�é� �l�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�e�N�e�u�m�a�n�n�d ��o�r�d�r�eðu�(�o�u�a�u�s�s�i�l�a� �f�o�n�c�t�i�o�n� �d�e�B�e�s�s�e�l�d�e

�d�e�u�x�i�è�m�e�e�s�p�è�c�e�)�.

�N�o�t�o�n�s� �q�u�e� �p�l�u�s�i�e�u�r�s� �a�u�t�e�u�r�s� �u�t�i�l�i�s�e�n�t� �l�a� �d�é�s�i�g�n�a�t�i�o�n�( �)�Y �xðu �a�u� �l�i�e�u� �d�e�( �)�N �xðu �.�C�e�t�t�e� �f�o�n�c�t�i�o�n

�e�s�t� �d�é�f�i�n�i�e� �c�o�m�m�e�s�u�i�t�:

�c�o�s�( �) �( �) �( �)
�( �)

�s�i�n�( �)
�J �x �J �x

�N �x ðu ðu
ðu

ðuðp
ðuðp

ð-ð-
ð=

�O�u� �b�i�e�n�:

ð( ð)�1

�1 �0

�1 �!�1 �1 �1
�( �) �2�l�o�g �2�(�0�,�5�7�7�2�) �( �)

�2 �! �2�k �k

�k�x �x
�N �x �J �x

�k �k

ðu ðu

ðu ðu

ðu
ðp ðp

ð-

ð= ð=

ð- ð-ðé ðù ðæ ðöð= ð+ ð- ð- ð-ðç ð÷ðê ðúðë ðû ðè ðø
ðå ðå

ð( ð)

�2

�1 �1

�1 �( �1�) �1 �1
�! �! �2

ð+ð¥

ð= ð=

ð- ðì ðüðæ ðöð+ðí ðýðç ð÷ð+ ð+ðè ðøðî ðþ
ðå ðå

�k �k�k

�k

�x
�k �k

ðu

ðtðp ðu ðt ðu ðt
�(�A�.�7�)

�L�e�s� � �g�r�a�p�h�i�q�u�e�s� �d�e�q�u�e�l�q�u�e�s�-�u�n�e�s�d�e�c�e�s�f�o�n�c�t�i�o�n�s�s�o�n�t�p�r�é�s�e�n�t�é�s�a�u�x�f�i�g�u�r�e�s�A�.�1�e�t�A�.�2�.

�L�a� �f�o�n�c�t�i�o�n�( �)�N �xðu �d�i�v�e�r�g�e�p�o�u�r�. �0�xð= �.� �P�o�u�r� � �c�e�t�t�e� � �r�a�i�s�o�n�,� �e�l�l�e� � �n ��e�s�t� � �u�t�i�l�i�s�é�e� � �q�u�e� � �d�a�n�s� �l�e�s

�p�r�o�b�l�è�m�e� � �p�h�y�s�i�q�u�e�s� � �o�ù� � �l ��o�r�i�g�i�n�e�( �0�)�xð= �e�s�t� �e�x�c�l�u�e�.

�L�a� � �f�o�n�c�t�i�o�n�( �)�J �xðu �,� �q�u�a�n�t�à �e�l�l�e�,�p�r�é�s�e�n�t�e�u�n�c�a�r�a�c�t�è�r�e�o�s�c�i�l�l�a�t�o�i�r�e�e�t�e�l�l�e�e�s�t�c�o�n�t�i�n�u�e�.



�A�n�n�e�x�e� �A

�x

�f�i�g�u�r�e�A�.�1�.�G�r�a�p�h�i�q�u�e�s� �d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �B�e�s�s�e�l�( �)�J �xðu

�x

�f�i�g�u�r�e�A�.�2�.�G�r�a�p�h�i�q�u�e�s� �d�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �d�e� �N�e�u�m�a�n�n�( �)�N �xðu

�2�.� �F�o�r�m�u�l�e� �d�e� �R�é�c�u�r�r�e�n�c�e�:

�( �)�N �xðu

�( �)�J �xðu



�A�n�n�e�x�e� �A

�O�n� �a�:

ð( ð)

�2 �2

�2
�0

�( �1�) �( �)
�( �)

�2 �! �1

�k �k

�k
�k

�d �d �x
�x �J �x

�d�x �d�x �k �k

ðu
ðu

ðu ðu ðu

ð+ð¥

ð+
ð=

ð-
ðé ðùð=ðë ðû ðG ð+ ð-ðå

ð( ð)

�2 �2 �1

�2
�0

�( �1�) �.�2�( �)�( �)
�2 �! �1

�k �k

�k
�k

�k �x
�k �k

ðu

ðu

ðu
ðu

ð+ ð-ð¥

ð+
ð=

ð- ð+
ð=

ðG ð+ ð+ðå

ð( ð) ð( ð)

�2 �2 �1 �2 �( �1�)

�2 �1
�0 �0

�( �1�) �( �) �( �1�) �( �2�)
�2 �! �! �( �1�) �1

�k �k �k �k

�k
�k �k

�x �x �x
�k �k �k �k

ðu ðu ðu

ðu ðu ðu

ð+ ð- ð+ ð-ð¥ ð¥

ð+ ð-
ð= ð=

ð- ð-
ð= ð=

ðG ð+ ðG ð+ ð- ð+ðå ðå

�S�o�i�t�: �1�( �) �( �)
�d

�x �J �x �x �J �x
�d�x

ðu ðu
ðu ðuð-ðé ðùð=ðë ðû �(�A�.�8�)

�D�e� �f�a�ç�o�n� �s�i�m�i�l�a�i�r�e�,� �o�n� �p�e�u�t� �d�é�d�u�i�r�e�:

�1�( �) �( �)
�d

�x �J �x �x �J �x
�d�x

ðu ðu
ðu ðu

ð- ð-
ð+ðé ðùð=ðë ðû �(�A�.�9�)

�S�i� �l ��o�n� �e�f�f�e�c�t�u�e� �l�a� �d�é�r�i�v�a�t�i�o�n� �d�u� �m�e�m�b�r�e� �d�e� �g�a�u�c�h�e� �d�e� �c�h�a�c�u�n�e�d�e�s� �d�e�u�x� �é�q�u�a�t�i�o�n�s�(�A�.�8�)�e�t

�(�A�.�9�)�,�o�n� �p�e�u�t� �é�c�r�i�r�e� �q�u�e�:

�1�( �) �( �) �( �)�J �x �J �x �J �x
�xðu ðu ðu

ðu
ð-ð¢ ð+ ð= �e�t �1�( �) �( �) �( �)�J �x �J �x �J �x

�xðu ðu ðu

ðu
ð+ð¢ ð- ð= ð-

�S�o�i�t� �l�a� �r�e�l�a�t�i�o�n�:

�1 �1�2 �( �) �( �) �( �)�J �x �J �x �J �xðu ðu ðuð- ð+ð¢ ð= ð- �(�A�.�1�0�)

�e�t

�1 �1

�2
�( �) �( �) �( �)�J �x �J �x �J �x

�x ðu ðu ðu

ðu
ð- ð+ð= ð+ �(�A�.�1�1�)

�D�e� �m�ê�m�e� �o�n� �d�é�m�o�n�t�r�e� � �e�t� �n�o�u�s� �a�d�m�e�t�t�r�o�n�s� �q�u�e�:

ð[ ð] �1�( �) �( �) �( �)
�d

�J �k�x �J �k�x �k�J �k�x
�d�x �xðu ðu ðu

ðu
ð+ð= ð- �(�A�.�1�2�)

�e�t

ð[ ð] �1�( �) �( �) �( �)
�d

�J �k�x �J �k�x �x�J �k�x
�d�k �kðu ðu ðu

ðu
ð+ð= ð- �(�A�.�1�3�)

�L�a� �f�o�n�c�t�i�o�n�d�e�B�e�s�s�e�l�d�e� �d�e�u�x�i�è�m�e�e�s�p�è�c�e�( �)�Y �xðu �s�a�t�i�s�f�a�i�t�p�l�e�i�n�e�m�e�n�t�a�u�x�é�q�u�a�t�i�o�n�s� �d�e

�R�é�c�u�r�r�e�n�c�e�s� � �p�r�é�c�é�d�e�m�m�e�n�t� �é�t�a�b�l�i�e�s� �p�o�u�r� �l�a� �f�o�n�c�t�i�o�n�( �)�J �xðu �.

�3�.� �C�o�m�p�o�r�t�e�m�e�n�t� �a�s�y�m�p�t�o�t�i�q�u�e�:



�A�n�n�e�x�e� �A

�N�o�u�s� �p�o�u�v�o�n�s� �a�p�p�r�o�x�i�m�e�r�l�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s�( �)�J �xðu �e�t �( �)�N �xðu �p�o�u�r �1�xð= �e�t� �p�o�u�r �0ðuð¹ �p�a�r� �l�e�s
�e�x�p�r�e�s�s�i�o�n�s� �s�u�i�v�a�n�t�e�s�:

�( �)
�2 �!
�x

�J �x
ðu

ðu ðuðu
ð=

�e�t �(�A�.�1�4�)

�2 �( �1�)�!
�( �)�N �x

�x

ðu

ðu ðu

ðu
ðp

ð- ð-
ð=

�L�o�r�s�q�u�e�0ðuð= �,� � �n�o�u�s� �a�v�o�n�s�:

�0�( �) �1�J �xð=
�(�A�.�1�5�)

�0

�2�(�l�n �l�n �2�)
�( �)

�x �c
�N �x

ðp
ð+ ð-

ð=

�N�o�u�s� �p�o�u�v�o�n�s� �f�a�c�i�l�e�m�e�n�t� �t�r�o�u�v�e�r� �l�e� �c�o�m�p�o�r�t�e�m�e�n�t� �a�s�y�m�p�t�o�t�i�q�u�e� �d�e� �c�e�s� �f�o�n�c�t�i�o�n�s� �p�o�u�r� �d�e�s

�g�r�a�n�d�s� �a�r�g�u�m�e�n�t�s�.� �P�a�r� �e�x�e�m�p�l�e�,� �p�o�u�r�0ðuð= �,� � �l ��é�q�u�a�t�i�o�n� �d�e� �B�e�s�s�e�l�d�e�v�i�e�n�t�:

�1
�0�y �y �y

�x
ð¢ð¢ ð¢ð+ ð+ ð= �(�A�.�1�6�)

�E�n� �p�o�s�a�n�t�:

�1 �2 �( �)�y �x �f �xð-ð= �,� �l ��é�q�u�a�t�i�o�n�(�A�.�1�6�)�n�o�u�s� �d�o�n�n�e�:

�2

�1
�1 �0

�4
�f �f

�x
ðæ ðöð¢ð¢ð+ ð+ ð=ðç ð÷
ðè ðø

�(�A�.�1�7�)

�q�u�i� �a� �p�o�u�r� �s�o�l�u�t�i�o�n� �l�o�r�s�q�u�e�x �t�e�n�d� �v�e�r�s� �l ��i�n�f�i�n�i�.

�0�c�o�s�( �)�f �C �xðjð= ð+

�0�C �e�tðj �s�o�n�t� �d�e�s� �c�o�n�s�t�a�n�t�e�s�,� �n�o�u�s� �d�e�v�o�n�s� �p�o�s�e�r�4ðj ðpð= ð- �p�o�u�r� �q�u�e� �l�e� �c�o�m�p�o�r�t�e�m�e�n�t

�a�s�y�m�p�t�o�t�i�q�u�e�( �)�xð® ð¥�é�p�o�u�s�e� �p�a�r�f�a�i�t�e�m�e�n�t� �l�a� �c�o�u�r�b�e� � �d�e�0�( �)�J �x�.

�1 �2

�0

�2
�( �) �c�o�s

�4
�J �x �x

�x
ðp

ðp
ðæ ðö ðæ ðöð= ð-ðç ð÷ ðç ð÷
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investigated in several pieces of literature. However, to 
the author’s knowledge a few studies have been 
conducted on double-diffusive convection in a rotating 
annulus in the presence of a magnetic field. Recently, the 
effect of magnetic field on the laminar convection in either 
vertical or horizontal rotating concentric annuli has been 
investigated. Ben and Henry. (1996) investigated 
numerically the effect of a constant magnetic field on a 
three-dimensional buoyancy-induced flow in a cylindrical 
cavity, they put in light the structural changes of the flow 
induced by the magnetic field for each field orientation. 
Singh et al. (1997) presented exact solutions for fully 
developed natural convection in open-ended vertical 
concentric annuli under a radial magnetic field. El Amin 
(2003) studied the effects of both first- and second-order 
resistance due to the solid matrix on forced convective 
flow from a horizontal circular cylinder in the presence of 
a magnetic field and viscous dissipation, with a variable 
surface temperature boundary condition. Hayat and Kara 
(2006) investigated the Couette time-dependent flow of 
an incompressible third-grade fluid subjected to a 
magnetic field of variable strength analytically. Group 
theoretic methods were employed to analyze the 
nonlinear problem and a solution for the velocity field was 
obtained analytically. Sankar et al. (2006) studied 
numerically a natural convection of a low Prandtl number 
electrically conducting fluid under the influence of either 
axial or radial magnetic field in a vertical cylindrical 
annulus. They showed that the magnetic field can be 
suppress the flow and heat transfer. Bessaïh et al. (2009) 
studied the MHD stability of an axisymmetric rotating flow 
in a cylindrical enclosure containing liquid metal (Pr = 
0.015), with an aspect ratio equal to 2, and subjected to a 
vertical temperature gradient and an axial magnetic field. 
Azim et al. (2010) studied numerically the effect of 
magnetic field and Joule heating on the coupling of 
convection flow along and conduction inside a vertical flat 
plate in the presence viscous dissipation and heat 
generation. Ellahi et al. (2010) determined analytic 
solutions for a nonlinear problem governing the MHD 
flowof a third grade fluid in the annulus of rotating 
concentric cylinders. Makinde and Onyejekwe (2011) 
investigated a steady flow and heat transfer of an 
electrically conducting fluid with variable viscosity and 
electrical conductivity between two parallel plates in the 
presence of a transverse magnetic field. Kakarantzas et 
al. (2011) studied numerically the combined effect of a 
horizontal magnetic field and volumetric heating on the 
natural convection flow and heat transfer of a low Prandtl 
number fluid in a vertical annulus. Seth et al. (2011) 
studied the effects of rotation and magnetic field on 
unsteady Couette flow of a viscous incompressible 
electrically conducting fluid between two horizontal 
parallel porous plates in a rotating medium. Mozayyeni 
and Rahimi (2012) investigated numerically the problem 
of mixed convection of a fluid in the fully developed region 
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between two horizontally concentric cylinders with infinite  
lengths, in the presence of a constant magnetic field with 
a radial MHD force direction, considering the effects of 
viscous heat dissipation in the fluid in both steady and 
unsteady states. Seth and Singh (2013) studied 
theoretically the effect of Hall current and a uniform 
transverse magnetic field on unsteady MHD Couette flow 
of class-II in a rotating system. Takhar et al. (2003) 
studied the unsteady mixed convection flow over a 
rotating vertical cone in the presence of a magnetic field. 
Recently, some attention has been paid by  Ashorynejad 
(2013) to the effect of   magnetic field convection on 
natural convection heat transfer in a horizontal cylindrical 
annulus enclosure filled with nanofluid using the Lattice 
Boltzmann method.  Also  Sheikholeslami et al. (2013) 
solved the problem of heat and fluid flow of a nanofluid in 
a half-annulus enclosure with one wall under constant 
heat flux in presence of magnetic flied using control 
volume based finite element method. In another 
publication Sheikholeslami et al. (2014) applied Lattice 
Boltzmann Method to simulate the effect of magnetic field 
on free convection of nanofluid, in an eccentric semi-
annulus. In a recent paper Aminfar et al. (2014) 
experimentally studied the effects of using magnetic 
nanofluid and also applying an external magnetic field on 
the critical heat flux of subcooled flow boiling in vertical 
annulus.  

Some surveyed studies in the literature were concerned 
primarily with the double diffusive convection, Teamah 
(2007) carried out a numerical study of double-diffusive 
laminar mixed convection within a two-dimensional, 
horizontal annulus rotating cylinders. The results for both 
average Nusselt and Sherwood numbers were correlated 
in terms of Lewis number, thermal Rayleigh number and 
buoyancy ratio. Moreover, Molki et al. (1990) applied the 
naphthalene sublimation technique to an annulus with a 
rotating inner cylinder in order to study heat transfer in the 
entrance region to obtain heat transfer data for laminar 
flows and compare them with results of mass transfer. 
Kefeng and Wen-Qiang (2006) simulated numerically the 
characteristics of transient double-diffusive convection in 
a vertical cylinder using a finite element method. 
Recently, Venkatachalappa et al. (2011) carried out 
numerical computations to investigate the effect of axial 
or radial magnetic field on the double-diffusive natural 
convection in a vertical cylindrical annular cavity. 

 Although the exact solutions for the Hartmann flow and 
the MHD Couette flow have been achieved for more than 
seventy years, the solutions for a heat transfer in flow 
between concentric rotating cylinders, also known as 
Taylor Couette flows, under external magnetic field have 
been restricted to high Hartmann numbers.  

The aim of the present study is to examine analytically 
and numerically the effects of an external axial magnetic 
field applied to the forced convection flow of an 
electrically   conducting   fluid   between   two    horizontal 
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Figure 1. Geometry of the problem. 
 
 
 
concentric cylinders, considering the effects of viscous  
heat dissipation in the fluid.  Also we investigated 
numerically the effects of the magnetic field on the mass  
transfer in the annular cavity. It should be noted that the 
natural convection is supposed negligible in this work, 
which is not always the case of the vertical cylinder. The 
forced flow is induced by the rotating inner cylinder, in 
slow constant angular velocity and the other is fixed.  
 
 
FORMULATION OF THE PROBLEM 
 
Consider a laminar flow of a viscous incompressible 
electrically conductive fluid between two coaxial cylinders. 
The inner cylinder of radius r1 is rotated at a constant   
speed �
 1 and the outer cylinder of radius r2 is kept fixed. 
The inner and outer walls are maintained at a constant 
and different temperatures and concentrations, but their 
values for the inner are higher than the outer, while the 
top and bottom walls are insulated and impermeable. The 
two cylinders are electrically isolated. The flow is 
subjected to a constant uniform and axially magnetic field 
B0. Geometry of the problem is presented in Figure 1. We 
assume that the magnetic Reynolds number is neglected. 
When the magnetic field is uniform and externally applied, 
its time variations can be neglected and the set of flow 
equations further simplified to involve only the Navier-
Stokes equations and the conservation of the electric 
current. Also we assume that the electric field is zero. In 
this study the viscous dissipation term in the energy 
equation is considered. 
 
 
ANALYTICAL STUDY 
 
The flow is assumed to be steady, laminar and unidirectional, 
therefore the radial and axial components of the velocity and the 
derivatives of the velocity with respect to �� and z are zero. Under 
these assumptions and in cylindrical coordinates, the governing 
equations for the flow following the azimuthal direction can be 
written as follows: 
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1 1 1 1r r : v(r) r ,T T� �  � : �                                                                   (3) 

 

2 2 2 2r r : v(r) r ,T T� �  � : �                                                     (4) 
 
The governing equation and boundary conditions, Equations (1) to 
(4), which are in non-adimensional form, become: 
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Where, the stars are dropped for convenience. The velocity profile 
in the annular space is  obtained by solving the Equation (5) as 
follows: 
 

� � � � 1 1 2 1v r CI r
H

CK r
a H

0
a

1 1
� § � · � § � ·

� � � �  � ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� © � ¹ � ©�K �¹� � � �� K

                                                (9) 

 
Where:  
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C1 and C2 are the constants of integration, which are determined 
from the boundary conditions on the velocity. 
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I1 is the modified Bessel function of the first kind of order 1, and K1 
is the modified Bessel function of the second kind of order 1.  To 
obtain the temperature field from Equation (6), we performed 
calculations by using the expansions with three terms of the 
modified Bessel functions � � � �1I Mr  and � � � �1K Mr  used by Omid et al. 

(2012), for small values of Ha. It can be used as following: 
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Where �� is Euler's constant defined by:  
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By substituting the values of �� ��1I Mr  and �� ��1K Mr

 from the above 

expansions in the velocity equation, Equation (9), and using the new 
velocity distribution in Equation (6) to find the temperature field. The 
temperature gradient is given then by the following equation:   
 

� � � �

� � � � � � � �

� � � � � � � �� � � �

� � � � � � � �

� � � �

2
62 2

2 52 2

2
6 62

6 2

2 4 423
7 8 2

8 8

9 1 2

102
1

2CMr Mr
2C ln C Mr ln

2 2M r

1 Mr
C Mr C Mr ln

384 2

C Br 1 Mr
C Mr C Mr C Mr ln

r r r 32 2

1 Mr
C Mr C C Mr ln

3072 2

1
C Mr

92160

� ª � º� § � · � § � ·� � � � � �� « � »� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� © � ¹ � © � ¹� « � »

� « � »� § � ·� § � ·� « � »�� � ¨ � ¸� ¨ � ¸� « � »� © � ¹� © � ¹
� « � »

�w�T � § � ·� « � »�  � � � � � � � �� ¨ � ¸� « � »�w � © � ¹
� « � »

� § � ·� « � »� � � � � ¨ � ¸� « � »� © � ¹� « � »
� « � »��� « � »
� « � »� ¬ � ¼                  

(12)                

                                        
Where the constants C5 to C9 are given in terms of C1 and C2 as 
follows: 
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The solution of the energy equation is: 
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Where the Constants C10, C11 and C12 are given as follows: 
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NUMERICAL STUDY 
 
In this numerical study, we consider  two-dimensional and 
axisymmetric unsteady flow. We opted for the velocity - pressure 
formulation due to its rapidity of prediction, its lower cost, and its 
ability to simulate real conditions. The finite difference scheme 
adopted for the resolution is very similar to that used by Peyrret 
(1976), and Ghezal and Porterie. (2011), this is a semi implicit 
scheme of Crank-Nicholson type, iterative process based on the 
perturbation of the continuity equation by introducing an artificial 
compressibility. The spatial discretization using the marker and cell 
(MAC) is shown in Figure 2. The iterative procedure is assumed 
converged when the following test is verified   
 

u v w Cmax(L , L , L , L , L D)�T � � �H
 

 
where Lu, Lv, Lw, L��, LC and D represents operators differences 
relating to system equations corresponding to the problem variables 
u, v, w, ��, C and ��  respectively, �0 is of the order of 10-5 depending 
on the considered case.  

We then proceeded to a study of the mesh sensitivity of the field 
of study. This study led us to retain a mesh of 336 nodes along the 
direction r and 48 nodes in the z direction.  
 
 
Mathematical equations 
 
Based on these dimensionless variables, the conservation 
equations of mass, momentum and energy are written in non 
rotating frame cylindrical coordinates as follows (where the stars are 
dropped for convenience):  
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Figure 2. M.A.C cell. 
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is the viscous 

dissipation function.

 
The rate of heat transfer in non – dimensional for the inner and 
outer cylinder is given by: 
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The average Nusselt number on the inner and outer cylinders is 
given by:  
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Similarly, we can calculate both local Sherwood number as follows: 
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 Initial and boundary conditions 
 
At the time t=0: 
 
u(r,z,0) v(r,z,0) w(r,z,0) (r,z,0) (r,z,0) C(r,z,0) 0� �  �  � 3 �  � T �  �           (20) 
 
The boundary conditions are as follows: 
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RESULTS AND DISCUSSION  
 
In order to understand the physical situation of the 
problem and the effects of the Hartmann and Eckert 
numbers,  we  have  found  the  numerical  and  analytical  
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Figure 3. Velocity profile of the fluid in the annulus for b = -1, (a) Result of Dizaji Feiz et al. (2008), (b) Results of the present analytical 
study. 
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Figure 4. Comparison of analytical and numerical results of velocity profile, 
for �� = 0.5,b=0, Ta=20,t*=120. 

 
 
 
values of the velocity, temperature, concentration, the 
Nusselt number and Sherwood number. The analytical 
method developed in the present work has been 
compared in Figure 3 with the results obtained by Feiz-
Dizaji (2008), for the velocity profiles of the fluid in the 
annulus of concentric cylinders with velocity ration b =-1. 
The results are found to be in good agreement except 
for the negative values of magnetic field B1 which cannot 
exist in our non- dimensional study, Hartmann 
number (Ha) is a strictly positive non-dimensional 
number. 

The results obtained through the developed code in 
FORTRAN based on an  implicit  finite-difference  method 

described earlier, are compared with those calculated 
using the analytical approach for small value of Hartmann 
number. The velocity,  temperature and average Nusselt 
numbers are evaluated analytically and numerically 
for different values of Hartmann number in Figures 4, 5 
and 6. 

Obviously, the velocity and temperature profiles, for 
various Ha obtained via these two different methods, 
agree with each other reasonably well. We can notice in 
Figure 4 that the velocity profile without magnetic field 
Ha=0 is quasi-linear, and an increase in Hartman number, 
which causes a reduction of the velocity in the annular 
space because the centrifugal force is counter- productive 
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Figure 9. Velocity distribution at different times at z/d=7  and for Ta=20, (a) Ha = 2 and (b) Ha = 50.  
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Figure 10. Temperature distribution at different times for z/d=7, Ta=20, Ec=0, Pr=0.02, for (a)Ha = 2 and (b)Ha=50.  

 
 
 
inner cylinder, to be more than in the past. The 
dimensionless temperatures of inner and outer cylinders 
are maintained at 1.0 and 0.0, respectively. 

It is evident that by increasing the average temperature 
of fluid in annular space, the rate of heat transfer 
between the fluid and inner cylinder decreases due to the 
reduction of the temperature difference between them. In 
contrast to the other case, the local Nusselt number on 
the outer cylinder increases as the Eckert number 
increases because of the enhancement of temperature 
differences between the fluid and the outer cylinder. 

In this part, some results are presented in different non-
dimensional time values for the distribution of velocity 
and temperature in the annulus Figures 9, 10, and 11. 
From Figure 10, we can  notice that for  a  small  value  of  

Prandtl number (Pr=0,02),  The effect of the time 
variation is found  to be not significant  on the 
temperature, it reaches faster a  steady-state  to the point 
that we can’t notice the difference between the steady 
and unsteady states flows.  As we know, for larger fluid 
Prandtl number, the momentum flow transfer is faster 
than heat transfer. This can be seen clearly in Figure 11 
(for a fluid with Pr =7) and the distribution of the 
azimuthal component of velocity reaching a steady-state 
quicker than the temperature at the mid-length. There is 
not much difference in velocity at t= 10, compared to 
t=120, but comparing temperature distribution at t=10 
with values greater than 10, it indicates that much more 
time is still needed to reach steady-state. 

The effects of Hartmann number  on  the  concentration 
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Figure 13. Effect of Hartman number on local Sherwood number distribution on (a) inner and (b) outer cylinders, for �� = 0.5, Sc=10, 
Ec=0, t=120.  

 
 
 
gradient are higher for the inner cylinder than for the 
outer cylinder. The rate of mass transfer profile on the 
outer surface is decreased with decreasing the values of 
the magnetic field parameter.  Another interesting point is 
the unexpected behavior of local Schmidt number with an 
increase in Hartman number, the application of an axial 
magnetic field tends to decrease the mass transfer on the 
inner cylinder. 
 
 
CONCLUSION 
  
In this study, the MHD forced convection flow and mass 
transfer of an electrically conducting fluid between two 
horizontal concentric cylinders in the presence of an axial 
magnetic field considering the effects of viscous heat 
dissipation in the fluid has been investigated numerically 
and analytically. The velocity distribution in the annulus is 
obtained analytically in terms of the modified Bessel 
functions whose argument contains Hartmann number 
and radial coordinate. To obtain the temperature, the 
expansions of the modified Bessel functions, with three 
terms are used in the energy equation.  

It is found that the velocity and concentration 
decreases in the annulus with increase of Hartmann 
number. However, an increase in Hartmann number does 
not affect the temperature. The effects of magnetic field 
strength and Eckert number on local Nusselt number 
have been examined. The results show that an increase 
in Hartmann number reduces the Nusselt number on both 
surfaces of the cylinders. Also it was noticed that as the 
Eckert number increases local Nusselt number increases 
on the outer cylinder, but opposite trend is observed on 
the inner cylinder. The application of a magnetic field 
generates some interesting changes in mass transfer, an 

increasing in Hartmann number causes a reduction on 
the locale Sherwood number. 
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