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Глава 3. Экспериментальное подтверждение выводов по физико-
математическому моделированию решетчатых и шаровых  упаковок 

пространства 
 
Многообещающие успехи наноструктурных технологий, возможности 

управления свойствами световых потоков с помощью фотонных кристаллов, 
необходимость объяснения дифракционных явлений и эффектов полостных 
структур требуют новых физико-математических моделей пространственного 
и числового континуумов. 

В настоящей главе излагается экспериментальное подтверждение 
результатов построения модели и технологической отработки дифракционных 
элементов с заданными структурами графических топологий и их Фуре 
образов. 

 
 
 

Ниже рассматриваются принципы трактовки гиперкомплексных чисел и 
гиперкомплексных функционалов с позиций построения поличисловых и 
полипространственных  дифракционных структур и приводятся результаты 
математического моделирования геометрических и пространственно-временных 
конфигураций с использованием уравнений ГППЧ в программе MathCad 2000 Professional 

В оптической практике широко используются различные транспаранты с рисунком 
близким к дифракционному для задач спектроскопии, выделения алгебраических 
примитивов при обработке изображений и создания растровых структур с заданными 
свойствами. 

Методы пространственно-временной фильтрации в оптике были предложены более 
100 лет назад Эрнстом Аббе [6]. Современные исследования  комплексной 
пространственной фильтрации с помощью бинарных масок [7], привели к созданию 
целого научного направления компьютерно-генерируемых голограмм (CGH, в настоящее 
время написано более 200 научных работ по новому направлению). Ряд научных 
исследований посвящен методам  создания генераторов растровых осей с помощью 
компьютерных голограмм (multiple Hough transform slices, HT CGH) [8].  

Во всех современных публикациях отмеченные явления выражаются 
комплекснозначными уравнениями пространственных частот написанных в общем виде, а 
для точек (x,y) в формируемых транспарантами изображениях или дифракционных узорах 
(patterns) отыскиваются условия соответствия 
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где  q  константа, определяющая ширину интерференционной полосы 
 T  период дифракционной решетки 
 )   функция фазовых вариаций волнового фронта ,( yxφ
 n  целое число 
Этот теоретический подход удовлетворительно объясняет явления, формируемые 

графическими транспарантами с регулярной сеткой (матрицей) решеток называемых 
дифракционными. Однако применяется он к пространственным периодам в сотни и тысячи 
раз превышающим длину волны когерентного излучения, пропускаемого транспарантами. 

В случае если периоды таких решеток Т на порядки превышают длину волны 
светового излучения, и, тем не менее, формируют упорядоченные растры лучей, эти 
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явления принято относить к явлениям дифракции на краю темнопольных полос. 
Надежного математического описания этих явлений, по существу, нет.  

В статье приводятся результаты разработки новых топологий отличных от 
известных дифракционных элементов [9,10] (Рис. 3.1.), и результаты экспериментальных 
исследований оптических транспарантов с компьютерно-синтезированной графикой, 
наносимой на зеркальный слой на стеклянные подложки методами фотолитографии по 
технологии [9]. Эта технология и базовые принципы построения графически 
синтезированных голограмм разрабатываются Фондом развития новых 
медицинских технологий «Айрэс» (г. Санкт-Петербург) с 1992 года. В основе 
графических структур «Айрэс», ранее использовались принципы фрактальной 
итерации геометрически синтезированного базового рисунка, при использовании 
коэффициента фрактальности k=4 (Рис. 3.1). 

 
 

Графическая топология  на 
оптических транспарантах 

Фонда «Айрэс» 

Результаты компьютерного 
моделирования дифракционной 

картины в Зонах Френеля 
(отражение-пропускание) 

Рис.3.1. Вариант фрактального фильтра и результаты формирования с его помощью 
растровых структур. (Модельные исследования в программе VOB, ver. 5.52 —правый 
столбец.) 

В данной статье рассматриваются также задачи экспериментального обоснования 
новой векторной модели описания различных растровых лучевых явлений, обнаруженных 
в последние десятилетия в оптических элементах, названных элементами фрактальной 
оптики [11, 12].  Приводятся также  экспериментальные подтверждения описания 
комплексными функциями действительных и комплексных аргументов ряда 
дифракционных явлений, связываемых с геометрической фазой при описании 
геометрических изображений, создаваемых с помощью компьютерно-синтезированных 
голограмм (computer-generated hologram) [7,8,15].  

Под дифракцией света обычно понимаются отклонения от простых законов 
распространения света, описываемых геометрической оптикой. Дифракцию можно 
наблюдать, когда на пути распространения света находятся непрозрачные препятствия 
или когда свет проходит через отверстия в экранах. 

В большинстве случаев при описании дифракции можно не учитывать 
поляризацию световой волны. 

Чисто волновыми дифракционными явлениями, напрямую можно считать те 
явления, которые в оптике и спектроскопии наблюдаются при дифракции электронов на 
узлах кристаллических решеток исследуемых веществ в электронном микроскопе.  

Следует отметить, что альтернативная, оригинальная модель описания дифракции с 
позиций геометрического поля пространственных частот [4,5]) пока еще находится в 
стадии разработки и сравнения с экспериментальными данными. Это и является основной 
задачей настоящей статьи. 
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 С точки зрения волновых описаний, дифракция сферического волнового фронта на 
отверстиях и краях препятствий – дифракция Френеля, дифракция плоского волнового 
фронта на препятствиях и отверстиях – дифракция Фраунгофера. В каждой из трактовок 
дифракционных явлений методы волнового описания дифракции базируются на 
уравнениях  Кирхгофа. 

Введение понятий и математической модели геометрического поля 
пространственных частот [4,5] позволяет подойти к  геометрической трактовке явлений 
дифракции Кирхгофа и обосновать распространение выведенных параметрических 
уравнений на случай векторных полей. Уместно также при трактовке экспериментальных 
данных рассмотреть материал о геометрическом описании распространения и 
преобразования волновых пучков. 

Из большого числа экспериментальных данных других авторов наиболее близкими 
к нашим результатам являются исследования винтовых дислокаций, связанных с 
образованием оптических вихрей, введенных в оптику М. Berry [13…15]. Этот раздел в 
настоящее время в оптике разрабатывается как раздел «сингулярной оптики». Основное 
свойство винтовой дислокации (ВД) состоит в том, что при обходе вокруг нее по 
поверхности волнового фронта может возникать как единичная ВД, так и целая система 
дислокаций. В зависимости от направления закрутки винта, ВД подразделяется на левые 
(отрицательные) и правые (положительные). Следовательно, в окрестности ВД будут 
происходить «завихрения» энергетических потоков. В окрестности ВД амплитуду 
световых колебаний u  М. Berry представлял в виде  

yCixCu yx ⋅⋅+⋅=  (3.2) 
где  и  - декартовы координаты в плоскости, перпендикулярной направлению 

распространения лазерного пучка,  
x y

  и C  - произвольные константы.  xC y

Использованное в формуле (3.2) комплексное представление амплитуды указывает, 
на то,  что световые колебания в окрестности ВД можно представить в виде суммы 
гармонических колебаний, сдвинутых по фазе на π /2 (умножение на мнимую единицу i 
второго члена эквивалентно указанному сдвигу фаз). Как видно из формулы (3.2), 
амплитуда поля u меняет знак при одновременном изменении знаков x и y, что 
свидетельствует о противофазности световых колебаний по разные стороны от ВД. При 
этом в центре ВД - точке (0,0) - одновременно обращаются в нуль действительная и 
мнимая части комплексной амплитуды. Последнее свойство при теоретическом анализе 
вихревых полей широко используется для идентификации ВД. Если Cx= Cу=C, то 
используя формулу Эйлера, можно записать:  

,  (3.3)  

где  - полярный радиус, α - азимутальный угол. Выражение (3.3) 
описывает регулярную ВД с равномерным азимутальным вращением фазы.  

Приведенные выше характеристики относятся к так называемым дислокациям 
первого порядка, азимутальное изменение фазы, в окрестности которых составляет 2π . 
Однако физически представляется возможным формирование ВД более высокого порядка. 
Скорость азимутального вращения фазы у них выше и изменение фазы за полный обход 
по азимуту равно 2π λ , где целое число λ определяет порядок дислокации. Для описания 
регулярных ВД высших порядков используется выражение  

 (3.4)  
 Приведенные выражения, предложенные М. Berry для описания в общем виде 

волновых дислокаций из эмпирических данных находятся в полном соответствии со 
строго доказанными в статьях [4, 5] уравнениями геометрического поля 
пространственных частот. Но в нашей трактовке в качестве дислокаций будут выступать 
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центры фрактализации в графически синтезированных дифракционных элементах 
(транспарантах), к которым привязываются дискретные спиральные комплексные 
отображения периодических регулярных элементов структуры дифракционных решеток.  

На основании математической теории геометрического поля пространственных 
частот в [4, 5]  приводится оригинальная модель  построения регулярных структур 
(дифракционные решетки, упорядоченные фрактальные рисунки транспарантов и т.д.). В 
настоящей статье будет дополнительно обоснована возможность создания 2D- топологий 
с заданными и управляемыми характеристиками пространственных частот и свойств 
графически синтезированных  Фурье фильтров (узкополосных, широкополосных и т.д.) 

В этой же работе в  разделе 2 показывается, каким способом с помощью 
макроволнового аналога зонной пластины Френеля можно выделять центры 
фрактализации в регулярных структурах и тем самым осуществлять пространственно-
частотное разложение дифракционной картины на регулярных структурах.  

Описывается также принцип и экспериментальное подтверждение возможности 
создания  управляемых пространственно-частотных фильтров и дифракционных решеток 
с вариоугловой подстройкой пространственных частот, выделяемых (генерируемых) 
фильтрами и решетками. 

Следует отметить, что полученные результаты не были бы достигнуты без 
постоянной помощи и поддержки со стороны многих коллег и единомышленников. 

Пользуясь случаем, выражаем свою признательность президенту Фонда «Айрес» 
И.Н. Серову за финансовую поддержку и проявленный интерес к выполненному 
исследованию, 

Н.Б. Егоровой, А.В. Алексейцеву и Э.В. Бычкову за плодотворные обсуждения 
промежуточных результатов и согласование задач исследований.  

 
3.1.  Описание принципов построения графически синтезированных 

голограмм с заданными дифракционными свойствами и результаты 
экспериментальных исследований. 

Фрактальный подход к описанию графических строго-иерархических рисунков 
транспарантов, фотошаблонов и матриц был использован при построении названных 
оптических элементов Фондом развития новых медицинских технологий «AIRES» [9]. В 
результате технологических отработок Фондом «AIRES» с 2000 года изготовлен ряд 
матриц транспарантов с фрактальной топологией в виде концентрических и 
концентрически-разнесенных по пространству окружностей на кварцевых и стеклянных 
подложках по субмикронным технологиям и фотошаблоны на хромовой основе. Эти 
матрицы при всесторонних микроскопических, интерференционных и дифракционных 
исследованиях показали, что названные оптические детали проявляют свойства 
графически синтезированных голограмм. Но, основные голографические свойства 
проявляются не на уровне традиционного волнового поля, а могут быть хорошо описаны 
уравнениями геометрического макроволнового поля пространственных частот (ГППЧ). 
При построении ГППЧ [4, 5] в качестве длины волны используется не длина волны 
света, а длина свободного пробега лучей в световых элементах многократного 
отражения или длина стороны вписанного n-угольника в базовом фрактальном рисунке 
графических транспарантов или период регулярной решетки. 

В ходе исследований с одиночными и последовательными сборками таких 
транспарантов изучены плоские волновые фронты, пропущенные и отраженные от 
зеркальной графики, как когерентных так и не монохроматических потоков излучения в 
ближней зоне (дифракция Френеля) и в дальней зоне (дифракция Фраунгофера). 

Исследования проводились как на оптической скамье, так и в сравнении этих 
результатов с модельными исследованиями на специализированной программе расчета 
дифракционных и геометрических свойств транспарантов.  
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В стендовых испытаниях, исследования проводились в коллимированных потоках 
когерентного излучения (λ0 = 0.47, 0.525, 0.589, 0.624, 0.6328 мкм и квазибелый источник), 
а регистрация плоского волнового фронта осуществлялась с помощью кремниевой ПЗС 
камеры VNC-702  во Френелевой области без объектива и в зоне Фраунгофера с 
объективом Dokumar 5,6/47 (Carl Zeiss Jena DDR). 

Результаты теоретических и экспериментальных исследований одного из вариантов  
транспарантов с фрактальной графикой иллюстрируются рисунком 3.2. 

В исследованиях установлено, что в оптическом диапазоне транспаранты с 
графикой типа рис. 2 обладают рядом полезных и уникальных свойств. 

В силу того, что эти транспаранты, выполненные методами высокотехнологичной 
микро литографии, в своей основе содержат многоуровневую фрактальную графику,  на 
этой основе, в [4] ее удалось описать точными параметрическими уравнениями. И 
предложить Фонду «Айрэс» новые принципы и математический аппарат представления 
сложной фрактальной графики эквивалентными дифракционными решетками [5], 
(Рис 3.2). 

 

 
а) Истинный элементарный рисунок б) Эквивалент элементарного рисунка 

 
в) Алгоритм полной фрактальной плотности сечения абсолютного куба. 

 
г) Эквивалент транспаранта, графика которого представлена на Рис.3.2, но 

синтезированная по алгоритму в). 
Рис. 3.2. Принципы представления сложной фрактальной графики эквивалентными 

дифракционными решетками. 
 

Авторами, также, предложены новые фрактальные круговые топологии, имеющие 
по основным фрактальным максимумам совпадения с узлами линейчатых дифракционных 
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решеток. Были построены решетки, составляемые по принципам замощения плоскости в 
соответствии с тремя основными регулярными сеточными конфигурациями по О. Браве 
[17]. Эти фрактальные топологии приведены на рис. 3.3. 

 

 
 

Рациональная фрактальная 
графика аналог сетки 1-го 

класса по О. Браве. 

Эквивалент рациональный 
фрактальной графики 1-го 

класса по О. Браве. 

  
Рациональная фрактальная 
графика  аналог сетки 2-го 

класса по О. Браве 

Эквивалент рациональной 
фрактальной графики 2-го 

класса по О. Браве 

  
Рациональная фрактальная 

графика аналог сетки 3-го «а» 
класса по О. Браве. 

Эквивалент рациональной 
фрактальной графики 3-го «а» 

класса по О. Браве 
Рис. 3.3. Регулярные сеточные фрактальные структуры на плоскости, 

классифицированные по О. Браве. 
 

Графика по топологии схем О. Браве (круговая и линейчатая) были нанесены на 
стеклянные подложки Фондом «Айрэс» и с этими транспарантами авторы выполнили 
детальные сравнительные исследования дифракционных свойств этих графически 
синтезированных дифракционных решеток на пропускание и отражение когерентных 
коллимированных потоков. 
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Фурье образы дифракционных паттернов в ближней и дальней зоне полученные на 
стендовой установке при пропускании лазерного луча (λ=0,6328 µκm.) через транспаранты 
с фрактальной (круговой и линейчатой графикой, соответственно; Рис. 3.3, первая строка, 
т.е. по О. Браве I класса ) приведены в Табл. 3.1. 

Табл 3.1. Фурье образы дифракционных узоров в когерентном потоке 
(λ=0,6328 мкм) от дифракционных матриц с топологией О. Браве  I класса (круговая 
графика – левые столбцы, линейная графика – правые столбцы). 

Ближняя зона (дифракция Френеля) 

  
Дальняя зона (дифракция Фраунгофера) 

  
 
Как видно из приведенных результатов 
- дифракционные картины от транспарантов с круговой графикой имеют 

широкополосный Фурье образ (с множеством периферийных дифракционных максимумов 
фрактально формирующихся в виде пространственной конфигурации элементарных ячеек 
линейчатого эквивалента). 

- дифракционная картина от транспарантов с линейной топологией 
формирует узкополосный Фурье образ и может быть отнесена к элементам, 
формирующим Multiply Hough Transform Slices эффекты. 

Существенная разница в дифракционных картинах заключается в том, что в 
круговой графике каждая дуга на своих краях порождает лучевые структуры с 
дифракционным отклонением. 

В линейных топологиях построенных методом перевода двух дуговых секторов в 
линейный эквивалент согласно формуле связывающей круговые (Sin ωt), инверсно-
круговые (Sinkinvωt) и дискретные (Sidkωt) тригонометрические функции (3.5) [18, 19] 

2
tSintSin

tSid kinv
k

ωω
ω

+
=  (3.5) 
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При этом, ряд дуговых секторов при построении линейного эквивалента 
накладываются на одну и ту же линию линейной топологии несколько раз, как это видно 
из графика 3.1. 

 
График 3.1. Принцип наложений дуговых секторов на линии линейного эквивалента. 

1) «
6

2π »-направления линий эквивалентной решетки. 

- Графическое распределение (относительный шаг сетки равен R базовой 
окружности) 

 
- Числовое распределение 

1+…+7*2, 1*2, 1+2*2, 1*2, 1+…+3*2, 1*2, 1+2*2, 1*2, 1+…+4*2, 1*2, 1+2*2, 1*2, 
1+…+3*2, 1*2, 1+2*2, 1*2, 1+…+5*2, 1*2, 1+2*2, 1*2, 1+…+3*2, 1*2, 1+2*2, 1*2, 
1+…+4*2, 1*2, 1+2*2, 1*2, 1+…+3*2, 1*2, 1+2*2, 1*2,….. 

2) «
12
2π »-направления линий эквивалентной решетки. 

- Графическое распределение (относительный шаг сетки равен 3/1  R базовой 
окружности) 

 
- Числовое распределение 

1+…+7, 1, 1+2*2, 1, 1+…+3*2, 1, 1+2*2, 1, 1+…+4*2, 1, 1+2*2, 1, 1+…+3*2, 1, 1+2*2, 1, 
1+…+5*2, 1, 1+2*2, 1, 1+…+3*2, 1, 1+2*2, 1, 1+…+4*2, 1, 1+2*2, 1, 1+…+3*2, 1, 1+2*2, 
1,….. 

 
В результате нами было установленное, что синтезированные транспаранты 

являются: 
- Фурье фильтрами пространственных частот, 
- Генераторами упорядоченной растровой структуры, подчиняющейся 

основным уравнениям дифракции Фраунгофера (табл. 3.3), на которую накладывается 
полевая структура автоинтерференции пространственных частот, связанных с центрами 
фрактализации в строго упорядоченных точках транспарантов (табл. 3.3). 

- Графически синтезированными голограммами, которые в когерентном свете 
формируют приведенные выше оптические явления, а в не монохроматическом свете 
изображают объемную структуру из k пересекающихся в одной точке коллимированных 
пучков света, внутреннее заполнение которого, содержит явления дисперсии «белого» 
света. 

Результаты разработки новой графики для фрактальных топологий транспарантов 
(рис. 3.3) и экспериментальные результаты исследования их дифракционных свойств 
(табл. 3.1) хорошо дополняются последними представлениями по принципам плотнейшей 
3D – упаковки, т.е. конфигурации, названной «3D – снежинка Коха»  
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Сечения полостных 3D конструкций из фрактально разнесенных тетраэдров 
близнецов и конфигураций из сферических полостных структур (сферы, описывающие 
фрактализованные конфигурации тетраэдров близнецов)  приведены в табл. 3.2. 

Табл 3.2. Сечения тела – «3D – снежинка Коха». 
Диагональные сечения 

    
Центральные сечения 

    
Вершинное сечение Промежуточное сечение 

    
 
Полученные результаты могут найти широкое применение в задачах иконики при 

построении систем оптической Фурье обработки, а так же в задачах стимулированного 
воздействия структурированных электромагнитных полей на вещество в процессе 
фазовых переходов. 

 
3.2. Экспериментальное подтверждение принципов формирования 

дифракционной лучевой и волновой структуры в центральном (нулевом ) и 
периферийных центрах симметрии (фрактализации) графически синтезированных 

топологий. 
 
В результате приведенного выше анализа можно показать, что аппарат 

геометрического поля пространственных частот, базирующийся на точном решении 
задачи математических бильярдов в круге, описывает не интегральные энергетические 
характеристики, т.е. материальные характеристики электромагнитных полей, а описывает 
структурные характеристики топологии пространственных объектов (как внешних 
пространств, так и внутренних пространств, (инверсных пространств 
объектов)).Геометрическое поле пространственных частот это структурообразующее поле 
– поле направлений, гиппер- комплексными отображениями которого, могут быть 
описаны основные характеристики как известных электромагнитных полей, а так же 
внешние и внутренние структурные свойства объектов всеобъемлющего пространства на 
макро и микро уровнях. Докажем эти утверждения на примере анализа и синтеза 
фрактально-матричной графики с позиций геометрического поля пространственных часто, 
теории разбиения плоскостей и пространства. 

Правильность разработанной модели описания транспарантов с фрактальным 
рисунком высокой плотности на наш взгляд полностью подтверждается графическим 
экспериментом с выделением центров фрактализации (смотри, центров формирования 

 10



 11 

«сферических» волн геометрического поля пространственных частот), которые были 
выполнены путем свертки графического аналога зонной пластины Френеля с растровой 
структурой по-пиксельного формирования графики монитором с высоким разрешением.  

Это можно проиллюстрировать с помощью рис. 3.4, на которых приведены 
результаты формирования интерференционных картин на экране ПВМ [1]. Рисунки 
получены в режиме PrintScreen. Экран используемого монитора является 
высокоразрешающим цифровым монитором с большим числом разложения экрана на 
пиксели (в данном случае использовалось разрешение 1024 х 768), а в качестве тестового 
объекта используется сканированное изображение зонной пластины Френеля, размер 
которой, в каждом из полей рисунка уменьшается в два раза. 
 

 

 

 

 
 

Рис 3.4. Результат свертки графики масштабных шаблонов зонной пластины 
Френеля с растровой структурой электронно-лучевого монитора ПВМ. 
 
Факт формирования регулярной графикой описываемых дифракционных 

элементов спиральных и сферических комплексных отображений помимо модельных 
экспериментов подтверждается еще и прямыми стендовыми исследованиями. 

Так, например, при исследовании транспарантов с фрактальной графикой на 
интерферометре Zygo Mark III, в отраженном потоке выделяются макромасштабные 
явления автоинтерференции пропущенного (отраженного от плоского зеркала 
интерферометра) и отраженного от зеркальной графики транспарантов потоков, которые 
отображаются в виде своеобразных сферических и повторяющих форму ячеек 
транспарантов интерференционных полос. Результаты экспериментов приведены в Табл. 
3. Это подтверждает другие экспериментальные данные показывающие, что 
формирование дифрагированных лучевых структур от каждого из центров фрактализации 
в синтезированной графике, практически распространяются в телесном угле 2π стерадиан.  

Следующий, наиболее важный, вывод по результатам экспериментальных 
исследований заключается в том, что в ходе исследований найдены способ и устройства, 
обеспечивающие как прямое выделение спиральных отображений (Рис.3.5) в 
дифракционных полях от парных сборок транспарантов. А также обоснован и 
экспериментально проверен способ создания дифракционных элементов с вариоугловой 
подстройкой (выделением) заданных пространственных частот. Другими словами 
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обоснована возможность создания перестраиваемых фильтров Фурье. Что, безусловно, 
может найти широкое применение в различных системах когерентной оптики. 

 Таблица 3.3. 

  
Образец № 1 Образец № 2 

  
Образец № 3 Образец № 4 

  
Образец № 5 Образец № 6 

 

Дифракционная картина 
отдельно взятого 
транспаранта. 

«Левосторонние» спирали «Правосторонние» спирали 

Рис. 3.5. Формирование растровой структуры когерентного потока излучения пропущенных 
через одиночный транспарант и стопу из двух транспарантов сдвинутых относительно друг 
друга на углы ≈ ± 8…10° с топологией близкой к сеточным структурам 2-го класса по 
классификации О. Браве 

3.3. Экспериментальное выделение разностных частот в графике регулярных 
сеточных структур в их последовательных сборках с угловой дислокацией друг 

относительно друга. 
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В ходе исследований обоснованы и реализованы методы создания оптического 
устройства плавной перестройки пространственно-частотных свойств графически 
синтезированных голограмм, за счет выделения разностных частот в графике регулярных 
сеточных структур в их последовательных сборках с угловой дислокацией друг 
относительно друга в когерентном коллимированном потоке (эффект муара). 

На рис. 3.6 и рис. 3.7 приведены результаты экспериментального наблюдения 
последовательной дифракционной картины двух потоков, формируемых неподвижным и 
смещенным на различные углы (в пределах kπ ) транспарантами с фрактальной 
графикой, помещаемыми в рассеянные  потоки когерентного и  белого света. 
 

 
Правосторонний поворот  

на угол 3°-5° 
Правосторонний поворот  

на угол 7°-9° 

 
Правосторонний поворот  

на угол 9°-11° 
Правосторонний поворот  

на угол 12°-15° 
Рис. 3.6    Муаровое изменение результирующей дифракционной решетки по 

классификации О. Браве 1 класса (наблюдение в ближней зоне) в когерентном потоке 
λ=0,6328 мкм.  

 
Самым убедительным подтверждением вышесказанного служит экспериментально 

показанная возможность получения масштабируемого синтеза заданной дифракционной 
структуры ГППЧ  в коллимированном потоке белого света (см. Рис. 3.7). 
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Правосторонний поворот  

на угол 3°-5° 
Правосторонний поворот  

на угол 7°-9° 

  
Правосторонний поворот  

на угол 9°-11° 
Правосторонний поворот  

на угол 12°-15° 
Рис.3.7.  Суммарная дифракционная картина в рассеянном белом свете полученная 

от двух транспарантов с фрактальной графикой с коэффициентами фрактализации k=3 
(фрактальный аналог плоскости 3-го А класса по О.Браве), при различных углах поворота 
двух транспарантов друг относительно друга в последовательной сборке. 

 
И не смотря на то что, при сборке транспарантов в стопу, основная базовая картина 

в дифракционном узоре ГППЧ представляет давно известное в оптике явление муара. 
Который в первые наблюдался на шелковых тканях в виде волнообразного отлива и далее 
в технологии получения автотипных клише, тем не менее это явление заслуживает 
особого рассмотрения, так как чистый эффект муара наблюдается  только при больших 
углах смещения, близких к kπ . 

При малых углах смещения (0,5 – 8о) транспарантов друг относительно друга 
наблюдаются четкие явления дифракции с масштабированием светящихся сеток 
эквивалентных разбиений плоскостей после свертки Фурье образов от каждого 
транспаранта. 

В исследованиях была использована фрактальная графика, имеющая аналогами 
правильные симметричные сеточные структуры, соответствующие плоскостям О. Браве 1-
го, 2-го и 3-го «а» классов и во всех сборках транспарантов эффект четко 
воспроизводиться. 

Экспериментально доказана возможность формирования за счет описания графики 
уравнениями ГППЧ всех пяти симметричных узоров (по О. Браве). 
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Важной особенностью эффектов дифракции ГППЧ является факт наблюдения в их 
отображениях Декартовой поляризации. Заключается этот эффект в том, что линейные 
перемещения графически синтезированных голограмм вызывает ортогональное смещение 
всей дифракционной картины. 

Другими словами, смещение одного из транспарантов вдоль оси Х приводит к 
перемещению всей дифракционной картины по оси Y и наоборот. 

Все вышеприведенные эффекты можно получать и с обычными ортогонально и 
диагонально расположенными сетками с параметрами: 

ширина линий в рисунке 1.. 7 мкм, 
период эквивалентной сетки в рисунке   50…2000 мкм, 
который можно генерировать в любом графическом редакторе, а вывод 

полученного рисунка производить с помощью лазерного принтера с хорошим 
разрешением на прозрачные пленке, используемой при демонстрации графики к 
докладам. 

 Однако, хотелось бы заметить, что долго экспериментировать с сеточными 
полями эквивалентными плоскостям О. Браве 1-го и 3-го «а» классов до полного 
выяснения особенности полевого воздействия ГППЧ на организм экспериментатора, не 
следует, хотя бы из соображения того факта, что полимерные образования большинства 
вирусов образуют внешнюю конфигурацию в виде икосаэдра, что в плоскости 
меридионального сечения приведет к названным сеточным плоскостям. 

Учитывая вышесказанное, можно констатировать, что нами найден способ, при 
котором, построение дифракционных сеточных структур, выполненных методом 
фотолитографии на стеклянных подложках с нанесенным зеркальным слоем графического 
фрактального рисунка высокой плотности позволяет получать высокоэффективные 
матричные когерентные осветители с заданными Фурье- спектрами как для пропущенных, 
так и для отраженных потоков когерентного светового излучения и для потоков 
гравитационного поля, дифракционная структура которого отображается в рассеянном 
белом свете за счет взаимодействия светового поля с каустиками гравитационного поля. 

Вышеприведенные теоретические и экспериментальные данные позволяют 
утверждать, что построенные по данным алгоритмам фрактальные бинарные рисунки на 
оптических транспарантах позволяют получить пространственные фильтры с любым 
видом формирования MНТS* CGH эффектами  и всеми пятью симметричными сеточными 
разбиениями плоскости и, соответственно дифракционными узорами с лучевой 
структурой соответствующей узлам пересечений либо линейной графики либо фрактально 
матричной графики с базовым рисунком в виде системы окружностей.  

 

3.3. Математическое моделирование в программе MathCad 2000 Professional 
Триадная конструкция отображений в плоскостях сечения Римановых сфер в 

трехмерном представлении приведена в матричной форме в виде следующих выражений. 
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 (3.6),(3.7),(3.8) 

 

 А формирование единичных модулей структуры пространства с заданными 

коэффициентами фрактальности (k) в виде дискретно винтовых пирамид, построенных 

по выражениям (3.6 –3.8).  представлено в таблице 3.4. 

k Проекция на плоскость X,Y 3D - представление 
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Табл. 3.4. Примеры 2D и 3D представления структуры элементов 

пространства в виде дискретно-винтовых пирамид 
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Уравнениями геометрического поля пространственных частот с успехом могут 

быть описаны также различные плоскостные фрактально-матричные топологии. 

В результате нами было установленное, что синтезированные транспаранты 

являются: 

- Фурье фильтрами пространственных частот, 

- Генераторами упорядоченной растровой структуры, подчиняющейся 

основным уравнениям дифракции Фраунгофера (Рис.3.8а,д), на которую накладывается 

полевая структура автоинтерференции пространственных частот, связанных с центрами 

фрактализации в строго упорядоченных точках транспарантов (Рис.3.8б). 

- Графически синтезированными голограммами, которые в когерентном свете 

формируют приведенные выше оптические явления, а в не монохроматическом свете 

изображают объемную структуру из 4-х пересекающихся в одной точке 

коллимированных пучков света, внутреннее заполнение которого, содержит явления 

дисперсии «белого» света . 

Последние результаты, полученные авторами, позволили установить, что 

фрактальная графика в нулевом центре фрактализации является конформным инверсным 

отображением регулярных сеточных структур большого числа поверхностей 2-го 

порядка. 

В таблице 3.5 приведены 3-х мерные тела основных фигур с классическими 

поверхностями 2-го порядка. 
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Проекции сферы для 3D-синтеза методом проецирования графики 

фрактальных транспарантов 
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Табл. 3.5. Примеры 3D построений поверхностей второго порядка (сфера, 

эллипсоид, винтовой цилиндр, конус) с использованием базовой фрактальной графики 

(проекция на плоскость X,Y-1й столбец) 

 

3.3.1. Многомерность пространственной графики транспарантов. 

Из теории обработки многомерных сигналов  известно, что многомерный сигнал 

можно описать функцией М независимых переменных, где М≥2. Такие сигналы могут 

быть непрерывными, дискретными или смешанными. Например, яркость I (x, y) 

аналогового изображения является двумерным непрерывным сигналом. Яркость 

изображения, получаемого с помощью транспарантов с регулярным периферическим 

бинарным рисунком (как в отраженном,  так и пропущенном световом потоке) является 

двумерным дискретным сигналом. Однако, последнее определение не применимо к 

бинарно-синтезированным голограммам (CGH). Особо это утверждение относится к 

транспарантам с фрактальным рисунком высокой плотности. 

Какое же изображение порождают фрактальные транспаранты с геометрическим, 

строго иерархическим рисунком, таким, например, как рис. 3.1 б. 

Как видно из рисунка, алгоритм его построения можно описать двумя способами. 

Первый способ можно назвать способом пространственной фрактализации исходного 

(базового) рисунка максимального масштаба. Второй способ можно определить как 

способ фрактальной генерации (или разворота) из рисунка минимальной размерности. 

В первом случае, как видно из рис. 3.9, за исходный, базовый рисунок принимается 

система плоских кривых, представляющих собой: 

0 — окружность радиуса R; 

1 — описанный квадрат; 

2 — вписанный в окружность R диагонально ориентированный квадрат; 
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3 — астроидоподобная плоская кривая (назовем ее инвертированной окружностью 

радиуса R) (см. рис. 3.9); 

4 — 4-х лепестковая плоская кривая, образуемая полуокружностями радиуса R, 

построенными из точек пересечения х, у в середине сторон описанного квадрата. 

 

 
 
 
 

 
 

 
 
 

x

y

 
Рис. 3.9. Базовая система плоских кривых фрактального рисунка 

 
Каждая из этих кривых может быть описана в комплексной форме [6] через 

параметры: 

к — коэффициент фрактальности, 

р — текущее значение вершин  (фазовая форма представления) или 

t — текущее время  (частотная форма представления) 

с — скорость света 

j — 1−  

Для окружности радиуса R эти выражения запишутся: 

( ) 












⋅⋅⋅⋅=Ζ p

c
jRpkR

π2exp,   фазовая форма представления   (3.9) 

( )















⋅

⋅
⋅⋅⋅=Ζ t

cSinR
jRtkR π

πexp,  частотная форма представления   (3.10) 

 

Для вписанного квадрата 

( ) ( ) 





 ⋅⋅⋅⋅=Ζ pjmR pktkR 4

2exp,,
π

 фазовая форма представления, (3.11) 

где ( ) ( )( )( )pceilpCos

Cos
m pk

2214

4
,

−+⋅
=

π

π
  

где   наибольшее целое от р. ( )pceil
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( ) ( ) 













⋅⋅

⋅
⋅⋅⋅=Ζ t

SinR
cjmR tktkR

44
exp,, π

π
 частотная форма представления   (3.12) 

Для описанного квадрата: 

( ) ( ) ( ) 





 +−⋅⋅⋅⋅⋅=Ζ

4
1

4
2exp2 ,,

ππ pjmR pkpkR  фазовая форма представления  (3.13) 
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π

π t
SinR

cjmR tktkR  (3.14) 

 частотная форма представления    

Для инвертированной окружности эти выражения принимают вид: 
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


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
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
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 фазовая форма представления  
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 частотная форма представления  

 Выражения параметров p и t связаны с соотношениями 

t
SinR
cp ⋅

⋅⋅
=

42 π
  (3.17) 

и 

( )























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
⋅
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⋅
+

=
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SinR
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SinR
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42
2

4
14

4
,

ππ
π

π
  (3.18) 

 На первом уровне фрактализации базовый рисунок уменьшается в два раза и он 

итерируется (клонируется) из девяти центров 

0 – центр (0, 0) 

1, 3, 5, 7 – центры с координатами 







 ⋅⋅⋅= pjRR 4

2exp0
2

π , где p – целые числа  (3.19) 

2, 4, 6, 8 – центры с координатами 
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( ) 





 +−⋅⋅⋅⋅= 41

4
2exp20

2
2

ππ pjRR , где p – целые числа  (3.20) 

 Как видно, при построении фрактального рисунка на первом шаге фрактализации 

был использован принцип сечения абсолютного куба с его 13-ю информационными 

осями, которая предусматривает определение фрактальной размерности абсолютного 

квадрата, структурированного 9-ю его уменьшенными в 2 раза аналогами (рис. 3.10). 

 

 
 

Рис. 3.10. Абсолютный квадрат, итерированный девятью уменьшенными в 2 раза 
аналогами 

 
Если бы на последующих (3-ем и 4-ом) уровнях фрактализации строго следовать 

описываемому алгоритму фрактализации, то каждый последующий шаг фрактализации 

«n» формировал бы N центров итерации. 

N = 9 n  (3.21) 

 т. е. при  n = 0 N = 1 

  n = 1 N = 9 

  n = 2 N = 81 

  n = 3 N = 729 

Однако по технологическим соображениям на втором уровне фрактализации 

базовый рисунок уменьшается в 4 раза и итерируется в 49 центрах фрактализации (вместо 

математически строгих 81) с базовой окружностью радиуса R/4. 

И на третьем уровне фрактализации рисунок с базовой окружностью R/8 

итерируется в 232 центра фрактализации вместо требуемых 729. Получившийся в этом 

случае фрактальный рисунок имеет фрактальную размерность 

 321928,22
5

1 == n
nD
l

l   (3.22) 
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т.к. он может быть итерирован как центральный фрагмент пятиуровневого разворота 

(фрактальной генерации) из минимизированного базового рисунка, составленного из трех 

плоских кривых (рис. 3.8). 

Базовые плоские кривые будут так же описываться  уравнениями (3.9...3.20) с 

заменой R на r, а число центров фрактализации N на каждом уровне фрактальной 

генерации определяется выражением  

 Nr = 5 n  (3.23) 

 Координаты центров вторичной генерации определяются выражениями 

 





 ⋅⋅⋅= pjr n

n 4
2exp0 π   (3.24) 

В результате, предлагаемая математическая модель описания фрактальных 

рисунков, наносимых на транспаранты, показывает, что, изменяя принципы построения 

бинарных рисунков, можно управлять их фрактальной размерностью, а, следовательно, и 

размерностью формируемых транспарантами откликов (сигналов) при воздействии 

немонохроматическим или когерентным светом (на отражение или пропускание). Изменяя 

базовый рисунок и пространственную ориентацию по осям фрактализации, можно 

управлять формируемыми ими НТ CGH-эффектами. 

3.3.2. Алгоритм построения плоских матричных информационно-обменных 

схем 

Параметрами схемы (модели) служат радиус базисной окружности R0 и целое 

положительное число k, определяющее количество вершин вписанного в базисную 

окружность правильного многоугольника. 

Алгоритм построения имеет 3 этапа: 

1. Задание базы. 

2. Разворот функции. 

3. Получение результирующей функции. 

Вышеупомянутые этапы имеют 7 шагов: 

1. Выбирается центральная точка схемы, становящаяся началом координат 0. 

2. Строится базисная окружность радиуса R0 с центром 0. 

3. Строятся k вершин вписанного правильного многоугольника (сам многоугольник не 

строится). 

4. Базисная окружность итерируется в k вершинах вписанного правильного 

многоугольника. 
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5. Проводятся окружности с центрами в 0 через точки пересечений итерируемых 

окружностей с радиусами R’, R’’, R’’’ и т.д. 

6. Строится окружность с центром в 0 и радиусом R2 = 2R0. 

7. Полученный модуль становится базовым. И итерируется из центров каждой из 

ранее построенных окружностей, повторяя с первого по шестой ранее описанные 

шаги. 

Четыре этапа применения алгоритма дают минимальный функциональный модуль 

схемы. 

 Есть все основания утверждать, что построенные по данному алгоритму 

фрактальные бинарные рисунки на оптических транспарантах позволят получить 

пространственные фильтры с любым видом формирования НТCGH эффектами. Примеры 

2D- и 3D- моделирования фрактальных резонаторных структур- фильтров Фурье с 

заданными дифракционными свойствами, при описании которых используются 

гиперкомплексные функционалы  приведен на Рис. 3.11. 

   

 

q 8= d 0= n 2=

Re X( ) Re Y( ), Re Z( ),( )  

 Рис. 3.11. Проекционно-сеточное представление одной из 3D топологий по 
структуре простой плотной упаковке сфер в пространстве [12,13]  –3 

концентрических уровня выполнения пространства для нулевого центра упаковки. 
Моделирование выполнено в программе Mathcad Professional. Проекционно-
сеточные поверхности построены с их параметрическим заданием ; n=2 

(Иррациональный ( 2 ) симплекс). 
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3. Геометрическая волна считывания. 

Лучевое поле отражения от внутреннего зеркального рисунка (т.е. рисунка, 

выполненного методом травления или другой известной технологией снятия части 

зеркального слоя, нанесенного на прозрачную подложку) формируется как лучами 

прямого зеркального отражения от линий отражения (с двумя преломлениями на 

внешней полированной поверхности подложки), так и лучами, многократно 

отраженными внешней и внутренней поверхностями подложки. Тогда можно 

утверждать, что лучевое поле распространяется как в сторону нормали к полированной 

поверхности, так и вдоль поверхности зеркального рисунка. Этот очевидный факт и 

объясняет ряд оптических явлений, зафиксированных в ходе всесторонней проверки 

матрицы транспарантов. Продольно-поперечное распространение лучей многократного 

отражения в слое подложки является, к тому же, основанием для привлечения 

векторных уравнений типа (3.14) к трактовке эквивалентной схемы (рис. 3.1 б) 

фрактального рисунка (рис.3.1 а). 

 

 

падающий  
пучок лучей 

 

Назовем продольно-поперечные траектории распространения лучей многократного 

отражения в подложке  лучевой волной считывания. Предлагаемое название полностью 
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оправдано, т. к. множество лучей падающего пучка света (например, от лазерного 

источника) при первом отражении от внутреннего рисунка транспаранта, в соответствии с 

законами отражения, распространяются на 360˚ от центра пятна падения пучка по 

ломаным траекториям многократного отражения. В слое подложки, в проекции по 

направлению нормали к внешней и внутренней поверхностям подложки эти 

траектории создают центробежные ломаные «лучи». На внешней поверхности и 

прозрачных участках внутренней поверхности 2–4% света отражаются внутрь 

подложки и продолжают многократно отражаться с разбеганием от центра светового 

пятна, а 96–98% — преломляются и создают преломленное и пропущенное поле лучей.  

Несмотря на быстро убывающую интенсивность лучей преломленных 

прозрачными поверхностями после N отражений внутри подложки, чувствительности 

глаза или элементов фотоприемников, тем не менее достаточно, чтобы зафиксировать 

«считанный» рисунок на пропускание и отражение с площади рисунка много большей 

площади сечения падающего лазерного пучка. 

Общее описание явлений формирования растровых осей методами описанной 

«геометрической» волны считывания, а также итерация формируемых сигналов 

фрактальными транспарантами, с применением уравнений геометрического поля 

пространственных частот [4], позволяет рассматривать явления близкие к явлениям 

дифракции Фраунгофера на новом уровне. 

Приведенные в докладе уравнения являются точными решениями макроволновых 

уравнений комплекснозначных функций действительных и комплексных аргументов. 

Уравнения геометрического поля позволяют описывать текущие координаты лучевых 

траекторий, центробежных и центростремительных лучей и их комплексных отображений 

для целого ряда геометрических гармонических процессов (задачи математических 

бильярдов в круге, траектории распространения лучей света в меридиональных сечениях 

оптических цилиндров и сфер при их многократных отражениях от поверхностей раздела, а 

также эти уравнения применимы для точного описания пространственно-частотных свойств 

графически синтезированных голограммных транспарантов).  

Выводы по разделу 3 

Результаты экспериментальных исследований матриц транспарантов с 

фрактальным рисунком высокой плотности, найденные и математически строго 

описанные алгоритмы построения существующих транспарантов, предлагаемых к 

изготовлению, открывают новые возможности управления многомерными оптическими 

сигналами, формируемыми транспарантами. 
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 Глава 4. Математическое моделирование композитных материалов с 
отрицательным показателем преломления и результаты 
предварительных экспериментальных исследований на графически-
синтезированных фрактальных топологиях. 

 
 

 
В 2000г в  физиками Университета Калифорнии (Сан-Диего) ( David R. Smith and 

Richard A. Shelby) [13] был синтезирован новый класс композитных материалов, 
обладающий отрицательными электрической и магнитной проницаемостями в 
микроволновом диапазоне [13]. Новый материал представляет собой массив 
микроскопических медных проволочек и колечек, помещенных в основу из 
стекловолокна. Необходимая конфигурация массива была специально рассчитана для 
получения отрицательного n. Особенностью сред с отрицательным n является то, что 
преломление электромагнитных волн на их границе (эффект Снелля) имеет обратное 
направление, а фазовая скорость волны противоположна групповой скорости. 
Теоретическое исследование свойств веществ с отрицательным n выполнил в 60-х годах 
В.Г.Веселаго (ФИАН) [7…10]  

Возможность распространения света в средах с отрицательным показателем 
преломления [7…9] 

00/ µεεµ±=n    (4.1) 
где ε  и - электрическая и магнитная константы. 0 0µ
не противоречит уравнениям Максвелла, но длительное время не имела  
экспериментального подтверждения. 

Полного объяснения возможностей “левых” материалов, особенно результатов работ 
Шелдона и Смита пока нет.  

 В то же время, в уравнениях строгого решения задачи математических бильярдов в 
круге [4, 5], до настоящего времени оставалось не объясненной область существования 
значений коэффициентов фрактальности 

k ∈ [-2,…0,…+2]  (4.2) 
В свое время в [15…20] было сделано предположение, что эта область значений в 

физической трактовке распространения лучевых траекторий многократных отражений в 
сечениях сферических или цилиндрических оптических элементов может быть применена 
к граданным структурам, т.е. к таким структурам у которых показатель преломления 
равен 

i
g R

n
⋅

=
æ

1    (4.3) 

Как же можно объяснить эти лучевые траектории с позиций выше названной модели? 
 Очевидно, что при k=2, мы имеем дело с параксиальным, главным лучом. При k>2 

в правовращающих материалах имеем дело с непараксиальными лучами. 
 Исходя из приведенных выше определений бильярдных траекторий, рассмотрим, 

как они формируются в диапазоне значений k ∈ [-2,…0,…+2]. 
 Напрашивается трактовка представления этих траекторий, как искривленных 

треков лучей в пространстве с переменным показателем преломления ng (4.3), как это 
представлено на рис. 4.1. 
Здесь сохраняется определение рациональных представлений лучей коэффициентом 

фрактальности 
m
nk = , n – число отражений, m – число обходов вокруг центра кривизны. 
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 Но если подойти к рассмотрению таких траекторий с позиции внешнего 
наблюдения, считающего, что показатель преломления однороден по всему сечению 
сферы или цилиндра, то эти субмодовые траектории рис. 1. могут быть представлены в 
виде, показанном на рис. 2. соответственно 

 
k=3/2=1,5 k=4/3=1,333… 

 
(а) (б) 

Рис. 4.1. Интерпретации прохождения лучей в материалах с граданной структурой. 
 

 Если это предположение внешнего наблюдателя справедливо, то несложно 
определить из рис. 4.2 каким показателем преломления n2 должна бы определяться 
представленная на рисунке картина.  В соответствием с рис. 2. и законом Снелля n2 = -
1, т.к. αпад = -αпрел  

 1
1

2 −==
прел

пад

Sin
Sin

n
n

α
α   (4.4) 

 при n1=1 
 

 k=3/2=1,5 k=4/3=1,333… 

 
 

(а) (б) 
Рис. 4.2. Интерпретации прохождения лучей в материалах с отрицательным показателем 

преломления. 
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 При подстановке в уравнения (11…15) из [4] вместо k ставим и приходим к 

выражению 

k
(

k
(

( π2
=Ω . Через представление в виде пространственной частоты (14…15) из 

[4] получаем 

 D

g

ф

k
SinnR

V
kg







⋅⋅

⋅=
(

(
(

π
πω

2

2   (4.5) 

 И соответственно, полное комплексное описание при подстановке 
i

g R
n

⋅
=

æ
1  

 D
iф

k
SinR

RV
kg



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æ2   (4.6) 

 
tgi

e
k

SinRZ
D

g

ωπ
(

⋅





= 2   (4.7) 

Следовательно, лучевые траекториями  “левой” оптики при =4/3 являются 
векторами с отрицательными, дробными коэффициентами фрактальности. А 
ортогональными, комплексно-сопряженными к ним векторами  “правой” оптики,  
являются лучевые траектории с коэффициентами фрактальности k=4. 

k
(

 
Представления чисел  сходятся с введенной в главе1 системой добно рациональной 
числовой структуры 

k
(

]1,...,
1

,...,...
1

,...1[)(
−

−Θ
−

−∈ℜ
⇐

κ
κ

κ
κ

κ - левосторонняя фракталообразующая 

вещественная числовая система, где: Θ – полюс 1-го рода   
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⇐⇐ *

1
κ

κ
κ

κ LL
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Особо следует оговорить, что при соответствующем подборе æ  для изменения ng 

можно добиться получения такой формы треков криволинейных траекторий лучей в 
граданных оптических элементах, которые будут проходить точно через центр элементов. 
Этот вариант соответствует фрактально матричной графике “Айрэс”, при формировании 
ее опроса геометрической волной считывания (имитация перемещения центрированного 
вектора с переменной длиной, конец которого перемещается по  астроидоподобным 
траекториям – формирование инверсных дискретно-круговых тригонометрических 
функций sink Ω p и cosk Ω p).  

Но, как это не трудно заметить, модовая траектория =4/3 в нашей модели 
левовращающих материалов совпадает с траекторией вектора ее ортогонального 
дополнения k=-4 для правовращающих материалов, а ортогональные дополнения других 
модовых траекторий в модели левовращающих материалов имеют одно и тоже 
направление перемещения с их образующими векторами в круге.  

k
(

Как можно видеть из рис. 4.3., эти топологии и были использованы при 
конструировании композитных материалов  Смита - Шелби  (David R. Smith and Richard 
A. Shelby), представляющих собой периодический набор расщепленных медных круговых 
резонаторов и проводов, полученных методом масочного травления в стеклянном волокне 
толщиной 0,25 мм. Аналогично, как и фотонных кристаллов группы авторов 
Масачусетского института технологий [].  
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Увеличенный масштаб 

композитного материала с 
отрицательным 

показателем преломления 
по Смиту – Шелби [12]  

Схема прохождения 
светового потока 
через фотонные 
кристаллы с 

отрицательным 
показателем 

преломления [14] 
Рис. 4.3. Схематическое представление структуры композитного материала 
с отрицательным показателем преломления и прохождение света через них. 

 
Следовательно, в нашей модели описания распространения излучения в 

левовращающих материалах импульс поля p также как и в представлениях В.Г. Веселаго 
должен быть направлен противоположно вектору Пойнтинга S. Последнее утверждение 
вытекает из нашего предположения о синхронном и синфазном (зеркальных) 
перемещениях реального и мнимого ортогонально дополняющего векторов в круге. 

Это же предположение подтверждается схемой прохождения светового излучения 
через композитные материалы Смита – Шелби  (см. рис. 4.3, правый столбец). 

Аналогия формирования дифракционных полей при отраженном и пропущенном 
потоках через транспаранты с графикой, нанесенной на зеркальное покрытие методом 
фотолитографического травления и схемы прохождения света через композитные 
материалы Смита – Шелби вполне очевидна. 

Таким образом, есть все основания для модельных и экспериментальных 
исследований по обнаружению свойств материалов с отрицательным показателем 
преломления непосредственно на дифракционных решетках с фрактально-матричной 
графикой.   

И искать их проявление необходимо в виде реального наблюдения мнимых 
продолжений дифракционных лучей за транспарантами с фрактальной графикой для 
отраженных дифракционных лучей, и до транспарантов для дифракционных лучей 
пропущенного через транспаранты излучения.  

Правильность вышеприведенных предположений была проверена результатами 
математического моделирования и экспериментальной проверкой на транспарантах, 
располагаемых под углом 45º в когерентном коллимированом потоке. 

Для сравнения, в таблицу 4.1 сведены результаты моделирования в программе 
Mathcad 2000 Professional спиральных отображений правосторонних и левосторонних 
векторов с диапазонами k∈[0...2] – левый столбец и k∈[2...∝] – правый столбец, 
построенных по уравнениям геометрического поля пространственных частот. 
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Табл. 4.1. Результаты моделирования в программе Mathcad спиральных отображений 

правосторонних и левосторонних векторов. 
k Отображение с D∈[-1,-0.9...1] k Отображение с D∈[-1,-0.9...1] 

3/2 
 

 

 

3 

 

4/3 

 

4 

 

5/4 

 

5 
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k Комплексное отображение 

траектории с k=6/5 для 
левосторонних материалов 
(D∈[-1,-0.9...0]) 
 

k Изменение левостороннего 
комплексного отображения 
траектории с k=7/6 на 
правостороннее винтовое 
отображение (D∈[-1,-0.9...0]) 

6/5 

 

7/6 

 

 
Как видно из таблицы 4.1., действительно, предположение сделанное в начале 

настоящей статьи подтверждается приводимым анализом результатов математического 
моделирования: 

• Диапазоны коэффициентов фрактальности k∈[2...∝] и k∈[-∝...-2] описывают 
распространение векторов  геометрического поля пространственных частот  
(соответственно, правосторонних и левосторонних относительно параксиальных векторов, 
для которых к=2) при распространении потоков частиц в “правосторонних” 
материалах. 

• Диапазоны коэффициентов фрактальности k∈[0...2] и k∈[-2...0] описывают 
распространение векторов  геометрического поля пространственных частот  
(соответственно, левосторонних и правосторонних относительно параксиальных векторов, 
для которых к=0) при распространении потоков частиц в “левосторонних” материалах.  

Доказательство этих утверждений вытекает из анализа комплексных спирально-
винтовых отображений математических бильярдов в круге методами ГППЧ [4]: 

- правосторонние векторы с коэффициентами фрактальности от 2…6 комплексно 
отображаются во внешнее пространство в виде закручивающихся вправо спиралей - 
правило правого винта для правосторонних материалов, 

- правосторонние векторы с коэффициентами фрактальности от  6…∝ комплексно 
отображаются во внутреннее пространство, в виде закручивающихся в лево спиралей - 
правило левого винта для правосторонних материалов, 

- левосторонние векторы с коэффициентами фрактальности от 2 до 6/5 комплексно 
отображаются во внешнее пространство в виде закручивающихся влево спиралей - 
правило левого винта для левосторонних материалов, 

- левосторонние векторы с коэффициентами фрактальности от 6/5  до 0 комплексно 
отображаются во внешнее пространство, в виде закручивающихся вправо спиралей - 
правило правого винта, для левосторонних материалов, 

Подтверждение последнего утверждения представлено в табл. 4.1. 
Все вышеприведенные выводы аналогично могут быть описаны и для 

левосторонних (правосторонних) симметричных, относительно параксиальных (не 
спиновых) векторов, но со сменой винтовых ассоциаций на противоположные. 
 

- как правосторонние, так и левосторонние векторы с коэффициентами 
фрактальности равными 6 отображаются на круге для правосторонних материалов и при 
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коэффициентах фрактальности равных 6/5 на концентрических окружностях во внешнем 
пространстве для левосторонних материалов.   

Интерес к исследованию возможных аналогий композитных материалов с 
отрицательным показателем преломления и графически синтезированных голограмм 
(дифракционных элементов на графических транспарантах “Айрэс”) имеет вполне 
практическое значение. 

Причина заключается в том, что в «правой» оптике нельзя сфокусировать луч в 
область, размерами меньше длины волны (умноженной на константу (2,44)). Для «левой» 
оптики такого ограничения не существует! Результаты измерений дали величину 
показателя преломления n=-2,7 0,1 для «левого» материала (то есть подчиняющегося 
правилу «левой руки») и n=1,4 ± 0,1 для «правого» (или обычного) материала [11…14].  

±

Какие предпосылки имеются для данного утверждения?  
-Во-первых: как это доказано теоретическими и экспериментальными 

исследованиями, графические транспаранты “Айрэс” являются высокодисперсными 
дифракционными решетками, т.е. на них автоматически осуществляется одно из 
основополагающих предположений В.Г. Веселаго (“что при отсутствии частотной 
дисперсии и поглощения не может быть ε < 0 и µ < 0 ”) [7…9]. 

-Во-вторых: геометрическая волна считывания (см. рисунок 4.5), преобразуя плоский 
фронт волны в плоско-сферическое распространение световой энергии, имитирует 
систему комплексных отображений векторных величин многократного отражения от 
базовой графики вида, смотри рис. 6 (истинный рисунок, астроидоподобные инверсные 
окружности), что в чистом виде моделирует аномальные движения лучей в граданных 
средах. 
  

 

k=3 

 

k=4 

 

k=5 

Рис 4.5. Принципы построения круговой и линейчатой центрированных фрактальных 
структур графики дифракционных транспарантов (авторская трактовка). 
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 Последнее утверждение следует рассматривать как предположение о 
необходимости исследования возможности фиксации обратной волны в коллимированном 
потоке перед дифракционными транспарантами в ближней зоне (при работе 
транспарантов на пропускание) и за транспарантом при работе транспарантов на 
отражение. 
 В-третьих: нано-технологическая графика  композитных материалов и фотонных 
кристаллов, полученных в работах [12…14] по своей структуре представляет фрактально-
матричную графику рис. 4.4.  

Из утверждения В.Г. Веселаго [7…10] о том, что в левых веществах импульс поля р 
направлен противоположно вектору Пойнтинга S и второго утверждения, что при 
отсутствии частотной дисперсии и поглощения не может быть ε < 0 и µ < 0, а также на 
основании сравнительных представлений комплексных отображений табл. 1. для левых и 
правых материалов в лаборатории фрактальной оптики и оптики фрактальных 
транспарантов ГОИ выполнена серия экспериментальных исследований с 
дифракционными решетками, целью которых были поставлены задачи исследования 
возможности фиксации обратной волны в коллимированном потоке: 

-перед дифракционными транспарантами в ближней зоне (при работе транспарантов 
на пропускание), 

- за транспарантом при работе транспарантов на отражение. 
Ниже мы приводим схему предполагаемой картины обоснования дифракционных 

эффектов на дифракционных решетках с фрактально-матричной графикой высокой 
плотности рис. 4.5  и основные экспериментальные данные, сведенные в табл. 4.2. 

 
Рис 4.5. Схема экспериментальной установки по обнаружению импульса поля 
противоположного вектору Пойнтинга. 
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Табл. 4.2. Примеры экспериментальных исследований дифракционных свойств 
фрактально-матричных транспарантов. 
Дифракционная картина в прямой волне на 

пропускание 
Дифракционная картина в прямой волне на 

отражение 

  
Дифракционная картина в обратной волне (обратной отраженному излучению) 

Вторая строка с ослабляющим фильтром (в 1000 раз) 
85° 60° 30° -85° -60° -30° 

      

      
 

На основании полученных материалов можно сделать следующий 
предварительный анализ экспериментальных результатов: 

- Подтвердилась правильность гипотезы о существенном вкладе в формирование 
дифракционной картины прямого поля геометрической волны считывания рис. 4.5, 
формирующей дифракционные лучевые структуры, как на пропускание, так и на 
отражение прямой волны (табл. 4.2).  
- Подтвердилось предположение о формировании на дифракционных решетках с 
фрактально-матричной графикой высокой плотности обратной волны, представляющей 
продолжение дифракционной лучевой структуры при отражении за транспарантом, 
стоящим под углом 45° (табл. 4.2). Т.е. обратная волна является мнимым изображением 
соответственно отраженных и пропущенных продифрагировавших на регулярных сетках 
лучевых отображений коллимированных потоков когерентного излучения.  

И, хотя, еще требуются более тщательные методические отработки доказательств 
обнаружения обратной волны и ее сравнение с альтернативным объяснением аппаратом 
дифракции Френеля, но даже по предварительным результатам есть все основания 
утверждать, что: 
- обратная волна формируется за счет наличия во фрактальной дифракционной 
двумерной графике астроидоподобных элементов (в линейчатой сеточной графике эти 
элементы можно обнаружить через их эквиваленты, см. рис. 4.4), 
- этим механизмом геометрического поля пространственных частот можно объяснить 
принципиальные различия в физике формирования различных дифракционных картин от 
круговых и линейчатых двумерных решеток. 

Наличие в двумерных дифракционных решетках элементов, которые, на наш взгляд,  
и порождают почти на порядок большую (по сравнению с линейчатыми структурами) 
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дифракционную эффективность и обуславливают возможность построения композитных 
материалов со свойствами левовращающих материалов. 

Выводы к Главе 4. 
Измерения проводились из предположения о возможности регистрации обратной 

волны по результатам математического моделирования уравнениями геометрического 
поля пространственных частот траекторий распространения света и их отображения во 
внешнее и внутреннее пространства объекта,  гипотетически состоящего из  материала, 
обладающего отрицательным показателем преломления. Можно высказать 
предположение о том, что в графически синтезированных транспарантах, впрочем, как и 
во всех других регулярных двумерных сеточных структурах, точки пересечения линий 
являются особыми точками. Их можно трактовать как сингулярные точки. В этих точках 
происходит излом дискретно-круговых инверсных тригонометрических функций. 
Введение этих функций позволило простыми и доступными средствами описать 
оригинальный алгоритм построения линейчатых двумерных дифракционных 
эквивалентов для круговой фрактально-матричной графики. Исходя из этих 
теоретических представлений, есть все основания трактовать явление большой 
дифракционной эффективности регулярных сеточных структур следующей концепцией: 
- Регулярные сеточные структуры, построенные на прозрачных подложках в виде 
бинарной или фазовой графики, ширина линий (или ширина канавок) которой соизмерима 
с длиной волны когерентного падающего (или отраженного) излучения могут 
формировать объемную дифракционную лучевую структуру в большом телесном угле, 
вплоть до 2π-стерадиан. 
- Центральная часть этого телесного угла  объемной дифракционной структуры 
(φ≈17˚…45˚) формируется в соответствии с теорией дифракции Фраунгофера 
- Дифракционная лучевая структура в большем телесном угле, хотя и объясняется 
рядом авторов явлениями рассеяния в подложке (см. дифракции Френеля), однако 
наиболее вероятно, с нашей точки зрения носит также строгий регулярный характер и 
может быть описана геометрической волной считывания графики в подложке 
транспаранта (см.  рис. 4.5.). 
- При этом до 50% геометрической структуры лучевых траекторий 
продифрагированных лучей в прошедшем и отраженных потоках, формируемых за счет 
геометрической волны считывания можно трактовать как обратную волну (волну, 
обратную отраженному потоку в пропущенной дифракционной структуре и, наоборот, 
обратной пропущенному потоку в дифракционной структуре отраженных лучей). 

Исходя из этой концепции, выполнены измерения, результаты которых на наш взгляд 
хорошо подтверждают изложенную модель. 

Действительно, как показывают результаты измерения, наблюдаемое пятно лазерного 
излучения на внутренней стороне транспарантов в 1,3…1,5 раза превышает сечение пятна 
лазера до входа на переднюю плоскость транспарантов (например, типовое измерение в 
одной из лазерных установках на расстоянии 0,5м дает значения 1,7мм и 2,2мм, 
соответственно по уровню 0,7). При этом в сфокусированном изображении пятна (т.е., 
практически, в начале ближней зоны) с помощью ПЗС камеры (без объектива) 
фиксируется строгая упорядоченная дифракционная картина, заполнение в которой в 
несколько раз превышает число различимых дифракционных максимумов, формируемых 
в дальней зоне согласно  дифракции Фраунгофера. Эти результаты можно трактовать как 
вероятную фиксацию обратной волны. 
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Выводы 
 Настоящая раздел является заключительным в цикле статей [1…5] и материалов на 
конкурс Гиперкомплексные числа и фракталы пространства времени., 
Г.С. Мельников.  

Оба материала  включают в себя результаты фундаментальных, теоретических и 
экспериментальных исследований. 

В исследовании разработана теоретическая модель геометрического поля 
пространственных частот. Это поле связано с формой и внутренней структурой различных 
трехмерных объектов. Модель объясняет ряд неизвестных ранее оптических явлений в 
когерентной дифракционной оптике: 

- управляемая генерация заданных явлений дифракции (Multiply Hough Transform 
Slices), 
- явления графически управляемой автоинтерференции пространственных частот, 
- явления управляемой свертки правильных дифракционных структур, выявляющих 
фрактальные свойства решеток, обусловленные фрактальными свойствами числового 
континуума [16], 
- экспериментальное подтверждение формирования спиральных комплексных 
отображений, предсказанных при построении уравнений ГППЧ, 
- экспериментальное подтверждение явлений автоинтерференции в виде сферических 
и дискретных распространений линий интерференций в телесном угле 2π стерадиан, 
что также предсказывается математической моделью ГППЧ. 
- Результаты Главы 4 дают представление о трактовке добно рациональной числовой 
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- а экспериментальные результаты Главы 4 можно трактовать как вероятную 
фиксацию обратной волны. 
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